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AVIS DU LIBRAIRE. 

• 

L’auteur de ces Élèmens ayant réuni dans ses Essai# 
sur l'Enseignement en général , et sur celui des Mathé- 
matiques en particulier, tout ce qu’il avait écrit sur la 
métaphysique de ces Sciences , a fait entrer dans ce der- 
nier Ouvrage , et avec des augmentations , les Discours 
qu’on trouvait à la tète du premier, sous le titre de 
Réflexions sur l’ordre à suivre dans les Elémens de 
Géométrie , sur la manière de les écrire , et sur la mé- 
thode en Mathématiques. Ces divers morceaux font 
maintenant partie d'un corps complet de remarques 
sur toutes les branches de l’Enseignement des Madhé* 
matiques élémentaires. 
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SüPPtÉMEftT an Traité d' Arithmétique , p»ge xtxij . 

Articles concernant le toisé, xxxis 

4 _ _ 

Notions générales sur l’ étendue t i 

i. L’espace que les corps occupent a trois dimension», longueur, 
largeur et profondeur, ou épaisseur , 

Les limites des corps sont des surfaces , et n’ont que deux dimen» 
sions, longueur et largeur, 

Les limites des surfaces, ou leurs rencontres mutuelles, sont des 
lignes, et n’ont qu’une seule dimension, longueur, 

Les limites des lignes, ou leurs rencontres mutuelles, sont des 
points, qui n’ont aucune dimension, ibid. 

a. La ligne droite est le plus court chemin pour aller d’un poln 'fa 


un aurre. 

Une ligne droite est déterminé* par deux «oints, et ne pe>t se 
prolonger ao-dcl!» que d’une seule manière. 

Le plan est une surface h laquelle on peut appliquer une ligne droit» 

dans tous les sens , 

2 

PREMIÈRE PARTIE. 


SECTION PREMIÈRE. 


Des propriétés des lignes droites et circulaires, 

S 


Définitions et notions préliminaires , 

3- On ne considère, dans les Elèmens de Géométrie, que deux 
espèces de lignes, savoir la ligne droite , et la ligne circulaire 
dont tous les points, situes sur le même plan, sont e'galement 
éloignes d’un autre point pris dans ce plan , et qu’on nomme le 
centre, 

Les droites qui mesurent la distance des points quelconques de îa 
circonférence h son centre, sont les rayons du cercle , 

Une partie quelconque de sa circonférence se nomme arc , 

On entend plr cercle la portion du plan terminée de toutes parts 
par la ligne circulaire , 

Pour trouver tous les points qui sont h une distance donnée d’un 
point donné, il faut décrire de ce dernier, comme centra, et 
avec un rayon égal b la distance donnée , une circonférence de 
• cercle , Ç 

4- Mesurer la distance de deux points ou la longueur d’une droite , 
c’est chercher combien de fois cette droite en contient une autre 
prise pour unité , 

*»i 
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En gênerai, mesurer une ligne par une antre, c’est chercher le 
rapport de ces deux lignes , ou chercher s’il n’y a pas une ligne 
plus petite tpti soit contenue un nombre exact de fois .dans 
l’une et dans l’autre , et qui par conséquent soit la commune 
mesure des deux , * 4 

5 - Problème. Deux droites étant données , trouver leur commune 
mesure , ou au moins le rapport approche de l’une à l’autre , ibiil. 
6. Une droite n’en peut rencontrer une autre qu’en un seul point, 5 
y. L’espace indéfini compris entre deux droites qui se coupent en un 
point, et qu’on peut concevoir prolongc'cs autant qu’on le voudra, 
se nomme angle , 

Le point où se rencontrent les lignes ou les côtés qui forment 
l’angle, se nomme sommet, , G 

8. Deux angles sont égaux lorsqu’ e'tant poses l’un sur l’autre , ils se 
recouvrent parfaitement , 

Il n’est pas nécessaire , pour que lYgalitc' ait lieu, que les côtés d’un 
angle aient la même longueur que ceux de l’autre; il suffit seu- 
lement qu’ils se recouvrent dans la partie qui leur est com- 
mune , ibid , 

g. La position respective de deux droites dépend de l’angle qu’elles 
font entre elles , 

Une ligne est perpendiculaire sur une antre quand elle fait avec 
cette autre deux angles égaux , 

La perpendiculaire ne penche vers aucun tôté de la droite qu’elle 
rencontre, , 

Les angles qu’elles forment sont nommés angles droits , 

Tout angle moindre qu’un droit, se nomme angle aigu, 

Tout angle plus grand qu’un droit , se nomme angle obtus. 

Tous les angles droits sont égaux , * ibid. 

lo. La somme de tous les angles qu’on peut faire du même côté 
d’une droite et autour d’un de scs points pris pour sommet, équi- 
vaut toujours h deux droits , en quelque nombre que soient ces 
angles , j 

Lorsqu’une droite tombe sur une autre, elle fait avec cette 
autre deux angles qui , réunis, valent deux droits, 

Deux droites qui se coupent forment autour de leur point de ren- 
contre quatre angles qui sont opposés pur te sommet deux à 
deux , ibid. 

la. 'Ilvéorème. Les angles opposés par le sommet sont égaux , 8 

i3. Corollaire. Deux perpendiculaires forment entre elles quatre 
angles droits, , 

La somme de tous les angles qu’on peut former autour d’un point 
ne vaut jamais que quatre droits, ibid. 

On ne peut enfermer un espace par un nombre de droites 
moindre que trois, cet espace se nomme triangle, y 
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l 5 Remarques- La somme de deux côtés d’un triangle surpasse le 
troisième , 

Si l’on prend dans l’intérieur d’un triangle un point quelconque, et 
qu’on tire des droites de ce point à deux angles du triangle, la 
somme de ces droites sera moindre que celle des deux côtés du 
triangle qui les enveloppe. 

On distingue six choses dans un triangle, savoir trois angles et trois 
côtés , 

Il y a entre ces six chose? dés relations necessaires , <) 

16. Théorème. Lorsque deux triangles ont un angle égal compris 
entre deux côtés égaux , chacun à chacun , ils sont égaux dans 
toutes les autres parues, 10 

>7- Corollaire. IJn triangle est entièrement déterminé par l’un do 
ses angles et les deux côtés qui le comprennent , * 1 1 

18. Théorème. Lorsque deux triangles ont, chacun h chacun, nn côté 

égal adjacent à deux angles égaux , ces triangles sont parfaitement 
égaux , ibid 

19. Théorème. Si deux côtés d’un triangle sont respectivement égaux 

à deux côtés d’un autre triangle , et que l’angle compris entre les 
deux premiers soit moindre que l’angle compris entre les deux 
derniers , le côté opposé au plus grand de ce6 deux angles surpas- 
sera le côté opposé h l’antre , ibid. 

30. Corollaire. Deux triangles dont les trois côtés sont égaux, chacun 
h chacun, sont égaux dans toutes leurs parties, i 3 

at. Problème. Les trois côtés d’un triangle étant donnés séparément, 
décrire le triangle, ibid. 

33. Remarque. Pour qu’on puisse fqrroer un triangle avec trois 
lignes données , il fa'ut que la somme de deux quelconques de ces 
droites soit plys grande que la troisième , ibid. 

23 . Problème. Par un point donné , pris sur une ligne donnée, Caire 
un angle qui soit égal h un angle donné, 1 \ 

a 4 - Problème. Un triangle étant donné, en construire un autre qui 
lui soit égal , en employant à la construction de ce dernier un 
angle du premier et les deux côtés qui le comprennent , i 5 

a 5 . Problème. Un triangle étant donné , en construire un autre qui 
lui soit égal , en employant h la construction de ce dernier un côté 
. du premier et les deux angles adjaccns , ibid. 


Des lignes perpendiculaires et des obliques, i5 

3 6 . Théorème. Les lignes qui partent d’un point quelconque de la 
perpendiculaire, et qui s’écartent également de son pied, sont 
égales , et celles qui s’en écartent le plussonl les plus longues, ibid. 

37. i ,r Corollaire. Beux obliques qui sont égales tombent néces- 

sairement de différens côtés de la perpendiculaire , mais à égale 
distance de son pied , 16 

• •» 
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a8. a* Corollaire. La perpendiculaire est la pins courte de toutes les 
lignes que l’on peut mener d’un point à une ligne donnée ; lors- 
qu'elle tdmbe sur le milieu de celte droite , elle a tous scs pointa 
li égale distance des deux extrémités, et tous les points pris hors 
de la perpendiculaire sont inégalement éloignés de ces extré- 
mités. D’un point à une droite, ou ne saurait tirer trois droites 
égales, 17 

ag. Problème. Mener snr une ligne donnée nne.perpendiculaire qui 
la partage en deux parties égales , ibid. 

3 0. Problème. Far un point donné sur une droite , élever une per- 

. pcndiculaire à cette droite, 18 

31. Problème. Par un point donné pris hors d’une droite, abaisser 

une perpendiculaire sac cette droite, ibid. 

3^. Théorème. D’un point pris hors d’une droite, on ne peutahaisser 
sur cette droitequ’unc seule perpendiculaire. La même chose a lieu 
pour tout point pris sur la ligne donnée , ibid. 

33. 1 er Corollaire. Deux droites perpendiculaires & une troisième ne 
se rencontrent point , quelque prolongées qu’ou les suppose, soit 
au-dessus , soit au-dessous de cette dernière, 19 

34- a' Corollaire- Deux triangles qui ont chacun un angle droit , 
sont égaux , 1 °. lorsque leurs eûtes respectivement opposés aux 
angles droits ainsi qu’un de leurs autres angles, sont égaux ; 
a 0 , lorsque , outre les cûtés opposés auX angles droits, ils ont 
encore un cûté égal, chacun h chacun, ibid. 

35. Remarques. Le second cas de l’égalité qu’on a prouvé ci-dessus 

pour les triangles qui ont un angle droit, ne convient pas géné- 
ralement à tous les autres , ^ ao 

36. Théorème- Lorsque deux cûtés d’un triangle sont égaux , les 

angles opposés à ces eûtes sont égaux; etl orsqu’ils sont inégaux , 
le plus grand des deux est opposé au plus grand angle, 21 

3;. Corollaire. Si deux angles d’un triangle sont égaux entre eux , 
les cûtés opposés h ces angles sont aussi égaux entre eux. Le plus 
grand des deux eûtes est celui qui est opposé au plus grand angle. 
En lin quand les trois côtes d’un triangle sont égaux, les trois 
angles le sont aussi, et réciproquement, ibid. 

38. Les triangles dont les cûtés sont inégaux , se nomment scalènes ; 
ceux qui ont deux côtés égaux se nomment isocèles , et ceux dont 
les trois côtés sont égaqx , 6 e nomment équilatéraux , 22 

Théorie des parallèles , 23 

3 g. Deux droites qui , quoique sitnées dans un même plan , ne sa 
rencontrent pas, sont dites parallèles entijg elles, 

Deux perpendiculaires à une même droite sont donc parallèles, fb, 
4o. Remarque. Une droite étant perpendiculaire sur une autre» 
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tome droite qui sera oblique à celle-ci étant prolongée suffisam- 
ment, rencontrera nécessairement la première, ai 

JVote oii l’on prouve cette proposition , a3 

4r. Corollaire. Deux droites respectivement perpendiculaires i 
deux autres droites qui se coupent, doivent nécessairement se 
rencontrer, a4 

4a. Théorème. Lorsque deux droites sont perpendiculaires à une 

troisième , toutes celles qui sont perpendiculaires sur l’une des deux 
premières, sont en même temps perpendiculaires sur l’autre , ibid. 
43. Corollaire. Deux droites parallèles aune troisième, sont paral- 
lèles entre elles , a5 

44’ Théorème. Lorsque deux droites parallèles entre elles sont cou- 
pées par une troisième , les angles qu’elles font avec cette der- 
nière, d’un même côté, l’un en dehors, l’autre en dedans , sont 
égaux entre eux, ibid. 

45- Théorème. Si deux droites font avec une troisième' , et d’un 
meme côté , par rapport à celle-ci , des angles égaux , l’un en 
dedans , l’autre en dehors , cesideux droites sont parallèles entre 
elles , a*- v ■ ibid. 

46 . Rentarques. On appelle sécante toute droite qui coupe des paral- 
lèles. Les angles situés du même côté de la sécante , et dont l’ou- 
verture esttournéedu même côté , se nomment angles correspon- 
dons. Tous les angles dont l’ouverture est entre les parallèles , se 
nomment angles internes ; et on appelle angles externes ceux 
dont l’ouverture est en dehors. Les angles qui sont dans une 
situation opposée, tant par rapport h la sécante que par rapport 
aux parallèles , se nomment angles alternes , 26 

47- Théorème. Lorsque deux parallèles sont coupées par une sécante, 
i°. Les angles correspondons sont égaux , 

2°. Les angles alternes internes sont égaux , * 

3°. Les angles alternes externes sont égaux , 

4°- Les angles internes d’un" "même côté forment deux angles 
droits , 

5°. Les angles externes d’un même côté forment deux angles droits, 
6 °. Lorsque l’une quelconque de ces propriétés a lien , les droites 
sont nécessairement parallèles , 27 

48 . Problème. Par un point donné, mener une droite parallèle à 
une droite donnée , aq 

4g- Problème. Parnn point donné pris hors d’nne droite, en mener 
une antre qui fasse avec la première un angle égal à un angle 
donné , ibid, 

5o. Théorème. Les angles qui ont les côtés parallèles et l’ouverturo 
placée dans le même sens , sont égaux , 3o 

{ 1 . Théorème. Les trois angles d’ttft triangle rénuis valent toujours 
deux angles droits, „ * md. 
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JY. B. L’angle extérieur d'an triangle veut b lui seul les deux engins 

intérieurs opposes , 3f 

5a. Corollaire. Quand deux angles d’bn triangle sont respectivement 
égaux h deux angles d'un autre triangle, le troisième angle de l’un 
est égal au troisième angle de l’autre. 

Un triangle ne peut avoir qu'un seul angle droit , et b plus forte 
raison qu’un seul angle obtus , ibid. 

53. On nomme triangle rectangle celui qui a un angle droit , 

acutangle celui qui n’a que des angles aigus , et obtusangle celui 
qui a un angle obtus. Les deux dernières espèces sont comprises 
sous la dc'nomination de triangles ohliquangles. Dans le triangle 
équilatéral , dont tous les angles sont égaux , chaque angle est les 
deux tiers d’un droit , ibid . 

54. Théorème. Les parties de parallèles intorceptces entre parallèles " 

sont égales, et réciproquement, ibid / 

55. Corollaire. Deux parallèles sont partout également éloignées 

l’une de l’autre , 3a 

56. Théorème. Si deux droites quelconques sont coupées par un 

nombre quelconque de parallèles menées par des points pris h 
des distances égales sur la première , les parties de la seconde se- 
ront aussi égales entre elles , ibid. 

br. Corollaire. Un nombre quelconque de parties de la première 
droite est à un pareil nombre de parties de la seconde , comme 
1a première droite entière est à la seconde entière, 33 

£ 8 . Théorème. Trois parallèles coupent toujours deux droites quel- 
conques en parties proportionnelles , ibid. 

JVote sur les rapports incommensurables , 35 

5g. 1 «r Corollaire. Si on mène dans un triangle une droite parallèle 
Ji l’un des côtés , les deux autres côtés seront coupés en parties 
propprtionnclles par ccttc droite , 36 

Co. 2 e Corollaire. Réciproquement lorsqu’une droite coujie deux 
côtés d’nn triangle en parties proportionnelles, elle est parallèle 
au troisième. ibid. 

61 , 3' Corollaire. La droite qui divise en deux parties égales l’un des 
angles d’nn triangle quelconque , partage le côté opposé en deux 
segmens proportionnels aux côtes adjacens , ibid. 

Ci. Problème- Trouver une quatrième proportionnelle à trois lignes 
données , 37 

63. Deux triangles sont semblables lorsque les angles de l’un sont 
égaux aux angles de l’autre, et que les côtés qui, dans l’un et 
dans l’autre, sont opposés à des angles égaux , et que , pour cette 
raison on nomme côtés homologues , sont proportionnels. L’une 
de ces conditions entraîne toujours l’autre , ibid 

C 4 . Théorème. Lorsque deux triangles ont leurs angles égaux, chacun 
b chacun, leurs côtés hoirfologucs sent proportionnels, cl ce* 




DiQitized by Google 


TABLE. 


*1 


triangles sont par conséquent semblables , 38 

65 . Corollaire. Deux triangles sont semblables, i°. lorsqu'ils ont 

seulement deux angles égaux chacun à chacun; a 0 , lorsque leurs 
côtés sont respectivement parallèles; 3 °. lorsque leurs côtés sont 
respectivement perpendiculaires , ibid. 

66. Ihéorème. Deux triangles sontscmblableslorsqu’ilsontun angle 
égal , chacun h chacun , compris entre des côtés proportionnels , 4<r 

67. Théorème. Deux triangles qui ont les côtés proportionnels , cha- 
cun à chacun, sont semblables, ibid. 

68. Problème* Construire sur une droite donnée un triangle sem- 
blable à un triangle donné, 4 1 

69. Théorème. Tant de lignes qu’on voudra , menées par un même 
point, et rencontrées par deux parallèles, sont coupées par ces 
parallèles en parties proportionnelles, et les coupent aussi en par- 


ties proportionnelles , ibid. 

70. Problème. Diviser une droite donnée de la même manière qu’une 

antre est divisée, 4> 

71. Remarque. Autre solution de la même question , ibid. 

7a. \er Corollaire. Division d’une droite en parties égales, 4 -' 
73. a* Corollaire. Construction des échelles , ibid. 

74 - Théorème. Si ,de l'angle droit d’un triangle rectangle, on abaisse 


une perpendiculaire sur lecôté opposé , qu’on nomme hypoténuse. 
i°i cette perpendiculaire partagera le triangle en deux autres qui 
lui seront semblables, et qui le seront par conséquent entre eux ; 
2°. elle divisera l’hypoténuse en deux parties ou segment, tels, qrte 
chaque côté de l’angle droit sera moyen proportionnel entre le 
segment qui lui est adjacent et l’hypoténuse entière; 3 °. la per- 
pendiculaire sera movenne proportionnelle entre les deux seg- 
mens de l’hypoténuse , 47 

75. Corollaire. La a» puissance du nombre qui exprime lalongucur 
de l’hypoténuse est égale ;i la somme des secondes puissances des 
nombres qui expriment les longueurs des deux autres côtés, 48 

76. Théorème. Les trois côtés d’un triangle quelconque étant rap- 

portés à une mesure commune, et exprimés par conséquent en 
nombres , si, de l’extremilé de l’un quelconque de ces côtés , on 
abaisse une perpendiculaire sur l'un des deux autres, la seconde 
puissance du premier sera égale à la somme des secondes puis- 
sances des derniers , moins deux fois le produit du côté sur lequel 
tombe la perpendiculaire, par la distance de cette perpendiculaire 
à l’angle opposé au prtmicr côte, si cet angle est aigu , et plus 
deux fois le même produit , si cet angle est obtus , ibid. 

77. Corollaire. Un triangle est acntanglc, rectangle ou obtusangle, 

scion que la seconde puissance du plus grand de ses côtés est 
moindre que la somme des secondes puissances des deux autres 
côtés , l’égale ou la surpasse, • 5o 


TABLE. 
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Des polygones , • jj 

78. Les surfaces planes terminées par un assemblage quelconque de 
lignes droites , se nomment polygones , 

Le plus simple de tous est le triangle ; les polygones de quatre côtes 
6e nomment en general quadrilatères , de cinq pentagones , de 
six hexagones , de sept eptagones , de huit octogones , de 
neuf ennéagnnes , de dix décagones , de douze dodécagones 
de quinze pentédécagones , 

Les angles dont l’ouverture est en dedans du polygone , sont des 
angles saillans , ceux dont l’ouverture est en dehors se nomment 
rentrons , 

Les lignes tirées des angles du polygone, qui ne sont pasadjacens au 
même côte', se nomment diagonales. ibid. 

7 !)- Le polygone de quatre côtés , dont les côtés opposés sont paral- 
lèles , est un parallélogramme , 

1 . Chaque diagonale partage le parallélogramme en deux triangles 
égaux , 

* • Les côtés opposes d’un parallélogramme sont respectivement 
égaux , 

3 °. Si les côtés opposés d’une figure de quatre côtés sont égaux, on 
bien si deux côtés opposés sont égaux et parallèle», cette figure 
est un parallélogramme , 5a 

80. Théorème. Les deux diagonales d’un parallélogramme se coupent 
mutuellement en deux parties égales , ibid « 

8t. Théorème. En joignant l’un des angles d’un polygone à tou* 
les autres, on partage ce polygone en un nombre de triangleségal 
h celui de ses côtés , diminué de deux unités , ibid. r 

8a. Corollaire. La somme de tous les angles intérieurs d’nn polygone 
vaut autant de fois deux droits qu’il a de côtés moins deux , 53 

83 . Théorème. Si l’on prolonge dans le même sens tous les côte» 

d’un polygone qui n’a point d’angles rentrans, la somme de* 
angles extérieurs est égale h quatre droits , quel que soit d’ailleurs 
le nombre des côtés dn polygone , ibid. 

84. Remarque. Deux polygones sont égaux lorsqu’ils sont com- 
posés d’un même nombre de triangles égaux et semblablcmen 
disposés , 

85 . Théorème- Lorsqu’on connaît tons les côtés d’un polygone , à 
l’exception d’un seul, et qu’on connaît aussi les angles compris 
entre les côtés donnés, le polygone est déterminé et peut être 

' construit , ibid. 

86. Remarque. Pour déterminer un polygone d'un nombre A r de 

côtés , i 1 faut a iV — 3 choses données , parmi lesquelles les angles 
ne doivent compter que pour ]Y — 1 données, 55 

87. On nomme polygones semblables ceux dont les angles sont 
égaux , ct'dont les côtés homologues sont proportionnels , ibid* 
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88. Théorème. Deux polygones composés d’nn même nombre (U 

triangles semblables, chacun à chacun, et semblablement disposés, 
ont leurs angles égaux, chacun h chacun , leurs côtés homologues 
proportionnels , et sont par conséquent semblables , 55 

89. Théorème. Lorsque deux polygones sont semblables, ilssout 

composés d’un même nombre de triangles semblables chacun h 
chacun , et semblablement disposés, 53 

90. Problème. Construire sur une ligne donnée un polygone sem- 
blable à un polygone donné , 5 j 

gt. Remarque. Autre manière de partager des polygones en trian- 
gles , ibid. 

Note sur l’art de lever des plans , 58 

ga. Théorème. Si l’on tire dans deux polygones semblables deux 
-droites qui soient semblablement placées dans l'un et dans 
l’autre, elles seront proportionnelles aux côtés homologues des 
polygones, ibid. 

g 3 . Théorème. Les contours de deux polygones semblables sont 
entre eux comme les côtés homologues de ces polygones, 5 g 


De la ligne droite et du cercle , 60 

94 - jl ne droite et un cercle ne peuvent se couper en plus de deux 
points , 

Toute droite qui coupe la circonférence du cercle et qui est pro- 
longée au dehors, se nomme sécante , 

La partie de cette droite comprise dansle cercle, se nomme corde , ib. 

g 5 . La corde qui passe par les extrémités d’un arc ou qui le soulend, 
\ est dite sa corde , 

La même corde appartient h deux açcs, qui, réunis, forment la 
circonférence entière , ibid . 

96. Lorsqu’une corde passe par le centre , on loi donne le nom de 
diamètre , 

Tous les diamètres du cercle sont égaux entre eux , 

Le diamètre est la plus grande des droites qu'on peut tirer dan» la 
circonférence du cercle , ibid. 

97. Le diamètre partage la circonférence en deux parties égales, . 

Deux cercles décrits d’un même rayon sont égaux , ibid, 

g8. Théorème. Si l’on porte un arc quelconque de cercle sur un autre 

arc du même cerole ou d’un cercle décrit du même rayon que la 
premier, de manière que deux points quelconques de l’un ides 
arcs tombent sur l’autre, et que les convexités soient tournées du, 
même côté, le plus petit de ces arcs se confondra dans toute son 
étendue avec le plus grand, 6t 

Note sur cette propriété du cerele, qui lui est commune avec lit 
ligue droite, et qui prouve la similitude de toutes ses partie* ou 
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i’uniformité de sa courbnre , 6t 

99. Corollaire. Dans un meme cercle ou dans deux cercles décrits 

du même rayon , les arcs dont les cordes sont égalés , sont égaux 
lorsqu’ils sont de mémo espèce , c’est-. ! i-dirc tous moindre que la 
demi-circonfétence , ou tous plus grands j et réciproquement 
quand les arcs sont égaux , les cordes sont égales, ibid. 

100. Théorème. Dans un même cercle ou dans des cercles égaux , le 

plus grand arc a la plus grande corde , et réciproquement , pourvu 
toutefois que les arcs que l’on compare soient moindres que la 
demi-circonférence , 62 

101. Problème. Deux arcs du même cercle ou de cercles égaux étant 

donnés, trouver le rapport de leurs longueurs , 1 bid. 

102. Remarque. La droite qui n’a qu’un point de commun avec la 

cercle , ou qui ne fait que le toucher , se nomme tangente , 63 

10 3 . Théorème. La perpendiculaire menée par un point de la cir- 

conférence du cercle , sur le rayon qui passe par ce point , est 
tangente au cercle $ et réciproquement la tangente, à un point 
quelconque de la circonférence , est perpendiculaire à l’extrémité 
du rayon mené par ce point, 64 

104. Corollaire. On mène une tangente à un point donné de la cir- 

conférence du cercle , en élevant une perpendiculaire à l’extrémité 
du rayon qui passe par ce point , d>ul- 

ïo 5 . Théorème. Toute droite élevée perpendiculairement sur le 
milieu d’une corde , passe par le centre du cercle et par le milieu 
de l’arc soutendu par cette corde , ibid. 

10G. l ‘r Corollaire. Le milieu d’une corde , le centre dn cercle et 
le milieu de l’arc soutendu par la corde , étant en ligne droite, 
dès qu’une droite passe par deux de ces points , elle passe néces- 
sairement par le troisième , • 

Toute perpendiculaire abaissée du centre ou du milieu de l’arc, sur 
la corde , tombera sur le milieu de cette droite , 65 

J07. ae Corollaire. Pour diviser un arc en deux parties égales, il 
suffit d'élever une perpendiculaire , sur le milieu de la corde qui 
soutend cet arc, ibid. 

j 0 8. Théorème. Les arcs interceptés dans un même cercle entre deux 
cordes parallèles , ou entre une tangente et une corde parallèles , 
sont égaux , lb,d - 

109. Théorème. Si des sommets dedenx anales , on décrit deux arcs 
de cercle du même rayon , le rapport des arcs compris entre les 
côtés de chaque angle , sera le même que celui de ces angles , 66 

Il o. 1 fr Corollaire- Le rapport des arcs étant le même que celui des 
angles, il s’ensuit que la mesure d’un angle est l’arc de cercle com- 
pris entre ses côtés , et décrit de son sommet comme centre , 68 

1112e Corollaire „ Lés droi tes qui (brisent un arcren plusieurs parties 
égales, divisent aussi dans un même nombre de parties égales 
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l’angle que mesure cet arc , 69 

tu. Théorème. Lorsqu’un angle a son sommet placé h la circon- 
férence (l’un cercle, il a pour mesure la moitié de l’arc compris 
entre scs côtés , 70 

1 1 3. I er Corollaire. L’angle formé par une corde et par le prolon- 
gement d’une autre corde, a pour mesure la moitié de la somme 
des arcs ^outendus par ces cordes , en dehors de l’angle qu’elles 
forment, " 71 

] 1 4- 2® Corollaire. i°. Tous les angles qui ont leur sommet placé à 
la circonférence , et s’appuient sur le même arc , sont égaux, 

2° .L’angle dont le sommet est sur la circonférence , et dont les côtés 
passent par les extrémités d’un diamètre , est droit , ibid. 

Il5. Théorème. L’angle dont le sommet'est placé dans le cercle , 
entre’ le centre et la circonférence, a pour mesure la moitié de 
l’arc compris entre ses côtés, plus la moitié de l’arc compris entre 
leurs prolongemens , 72 

i t6. Théorème. L’angle dont le sommet est placé hors du cercle , a 
pour mesure la moitié de la différence des arcs compris entre 
scs côtés , et dout l’un tourne sa concavité vers le sommet, et 
l’autre sa convexité , ibid. 

J17. Problème. Elever une perpendiculaire h l’cxtrcmité d’une ligne 
. droite sans la prolonger, 7.I 

118. Problème. D’un point donné hors d’un cercle, mener une tan- 
gente h ce cercle , ibid. 

119. Problème. Par trois points, qui ne sont pas en ligne droite, 

faire passer une circonférence de cercle , ibid. 

120. 1 «c Corollaire. Par trois points donnés on ne peut faiie 
passer qu’une seule circonférence de cercle , 

La question devient insoluble quand les trois points sont en ligne 
droite , 

121. 2® Corollaire. Deux cercles ne peuvent avoir trois points com- 

muns sans se confondre, et ne sauraient par conséquent se ren- 
contrer en plus de deux points , ibid. 

122. Théorème. Deux cercles qui passent par un même point de la 

droite qui joint leurs centres, n’ont que ce point de commun , 
dans lequel ils se louchent par conséquent; et réciproquement si 
deux cercles se touchent , leurs centres et le point de contact sont 
en ligne droite , ibid. 

123. Remarques. Conditions qui doivent avoir lieu pour que deux 
cercles se coupent , 

La perpendiculaire élevée par le point de contact de deux cercles, 
sur la ligne qui joint leurs centres , touche en même temps ces 
deux cercles , 

Entre un cercle et sa tangente , on ne peut mener aucune droite, • 
mais on peut y faire passer une infinité de cercles différons, 78 
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Ja 4 - Problème. Décrire nn cercle qui touche en nn point donne nue 

droite donnée de position, et qui passe par uu second point 
donne , ibid. 

la 5 . Problème. Décrire un cercle qui touche eu nu poiul donné un 
autre cercle donné , et qui passe par un second point donni , 77 
ta6. Problème. Décrire sur une ligne donnée uu cercle tel , que tous 
les angles, ayant leur sommet à sa circonférence , et s’appuyant 
snr cette droite , soient égaux à un angle donné; ou décrire un 
segment de cercle capable d’uu angle donne, j** 

137. Théorème. Deux sécantes qui partent d’un même point pris 
hors du cercle , étant prolongées jusqu’à la partie de la circonfé- 
rence la plus éloignée de ce point, sont réciproquement propor- 
tionnelles à leurs parties extérieures , 

Ja 8 . Remarque. La tangente est moyenne proportionnelle entre la 
sécante et sa partie extérieure. 

Démonstration de cette proposition h priori , ,J 

139. Théorème. Deux cordes qui se rencontrent dans un cercle, se 
coupent en parties réciprbqucmgnt proportionnelles , tbid. 

Obs. Enoncé commun au théorème ci-dessus cl à celui du n 137 : 
Lorsque deux droites qui se coupent , rencontrent en même temps 
une circonférence de cercle, chacune en deux points, les dis- 
tances de leur point de rencontre à chacun de ceux ou elles 
coupent la circonférence du cercle, sont réciproquement propor- 
tionnelles, 

l 3 o. Corollaire. La perpendiculaire élevee sur un diamètre, et ter- 
minée à la circonférence , est moyenne proportionnelle entre le* 
deux segmens du diamètre, 

Comment on trouve une moyenne proportionnelle entre deux 
, 1 bid. 

lignes données , ..... . .. 

t 3 i .Remarque. Démonstration de la proposition precedente, ttrcô 

du triangle rectangle, 

La corde menée par l’extrémité dn diamètre, est moyenne propor- 
tionnelle entre le diamètre et le segment formé par la perpen- 
diculaire abaissée de l’autre extrémité de. cette corde , 

Autre manière de trouver une moyenne proportionnelle entre deux 

lignes données , . • 1 

,32 Problème. Partager une ligne en moyenne et extrême raison, 

c’esl-à-dirc , de manière que la plus grande des deux parties soit 
moyenne proportionnelle entre la ligne entière, et l’autre partie, ib. 
| 33 . Problème. Décrite un cercle qui passe par deux points donnes, 
et qui touche une ligne droite indéfinie donnée de position , 8a 
rses solutions dont ce problème et le précédent 

83 

un demi-cercle, Us secondes puissances des 

longueurs 
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longueurs des cordes qui partent de la mime extrémité d'un dia- 
mètre , sont proportionnelle* aux segmens compris sur ce diamètre, 
entre l’extrémité commune à toutes les cordes et le pied de la 
perpendiculaire abaissée de l’antre extrémité, 83 

Des polygones inscrits et circonscrits au cercle , 84 

*35. Remarque. On peut faire passer un cercle par les sommets des 
angles d’un triangle quelconque. Dans ce cas , le triangle est ins- 
crit au cercle, et le cercle est circonscrit au triangle. 

Autre démonstration des propositions des numéros 30, 3- et 5t , ib. 
*36. Problème. Inscrire un cercle dans un triangle donné , c’est-à- 
dire, décrire dans l’intérieur de ce triangle un cercle qui ne 
fasse qu’en toucher les trois côtés , ibid. 

* 37 . Remarque. On ne saurait généralement inscrire dans un cercle 
tous les polygones de quatre ou d’un plus grand nombre de 
côtés , 85 

Note sur le caractère des quadrilatères inscrits au cercle , ibid. 
*38. Théorème. Tout polygone d’un nombre quelconque de côtés, 
lorsqu’il est régulier, c’est-à-dire lorsqu’il a tous ses angles 
égaux et tous ses côtés égaux , peut être inscrit et circonscrit au 
eerole , 86 

l3g. Les angles formés par les rayons menés du centre du polygone 
à chacun de scs angles, se nomment angles au centre , et leur 
somme étant équivalente à quatre droits, chacun d’eux est égal 
à cette somme , divisée par le nombre des angles ou des côtés du 
polygone proposé, 87 , 

»4o. Théorème. Les polygones réguliers d’un même nombre de 
côtés sont semblables, et leurs contours sont entre eux comme les 
rayons des cercles auxquels ils sont inscrits ou circonscrits , ibid. 
*4*. Problème. Un polygone d’un nombre quelconque de côtés étant 
inscrit au cercle , inscrire dans le même cercle un second polygone 
d’un nombre de côtésdouble de celui des côtés du première! trou- 
ver la valeur de l’un des côtés du second , 88 

*<{a. Le quadrilatère dont les angles et les côtés sont égaux, se 
nomme quarré, chacun de ses angles est droit, 89 

*43. Remarques. Le quarré est un parallélogramme; le parallélo-- 
gramme dont les côtés sont égaux et les angles inégaux, sn 
S nomme rhombe ou losange, celui dont les quatre angles sont 
droits et les côtés inégaux , se nomme rectangle; tout rectangle 


peut s’inscrire dans un cercle, ibid,' 

*4J. Problème. Construire un quarré sur une ligne donnée, 90 
*45. Problème. Inscrire dans un cercle les polygones de 4 , 8 , 16 , 
3a , 64 , etc. côtés , ibid. 

Note sur la manière d’obtenir \/i géométriquement, gt 

*40. Problème. Inscrire dan* un cercle le* polygone» de 3, 6 , ta, aj, 
48 , etc. côtés , ibid. 

Géométrie. 7* édition. b 
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l 47 - Problème. Interne dans un cercle le* polygone* de 5 , lo, M, 
4o, etc. côtes, la' g» 

< 48 . Remarque. La différence entre les arts sontendn* par les côté» 
de l'hexagone et du décagone , donne la quinziéme partie de la 
circonférence, la corde de cet arc est le côté du pentédéca- 
gone , et par sa bissectioa , on obtiendra les polygone* de 3 o , 
60, etc. côtés , i q 5 

Note sur la division du cercle en parties , ibid. 

j 4 9 . Problème. Un polygone régulier d'un nombre quelconque de 
côtés étant inscrit dans un cercle , circonscrire au même cercle un 
polygone régulier du même nombre de côtés ; et réciproquement 
le polygone circonscrit étant donné , construire le polygone ins- 
crit, 94 

l 5 o- Corollaire. Expression du côtédu polygone régulier circonscrit 
par le moyen de celui du polygone inscrit correspondant , 90 

1S1 . Remarques. La différence entre le polygone inscrit et le poly- 
gone circonscrit correspondant, diminue à mesure qu'on augmente 
le nombre de leurs côtés, et on peut toujours trouver deux poly- 
gones, l'un inscrit, l’autre circonscrit, tels, que la différence 
de leurs contours soit moindre qu'une grandeur donnée , quelque 
petite que soit cette grandeur , 9C 

i 5 a. Corollaire. La circonférence du cercle est moindre que le 
contour du polygone circonscrit, et plus grande que celui du 
polygone inscrit; on peut toujours trouver un polygone, soit 
inscrit, soit circonscrit, tel , que la différence entre son contour 
et la circonférence du cercle soit moindre qu’une grandeur donnée, 
quelque petite que soit cette grandeur, 98 

i 53 . Théorème. Si deux grandeurs invariables, A et B, sont telles, 
qu'on puisse prouverque leur différence A — B est moiudre qu’une 
troisième grandeur t, quelque petite que puisse être celte der- 
nière , ces deux grandeurs sont égales entre elles , ibid. 

i 54 - Théorème. Les circonférences des cercles sont entre elle» 
comme leurs rayons on leurs diamètres, 99. 

Note. Autre démonstration du même théorème, 100 

i 55 . Corollaire. Moyen de calculer la longueur d’une circonférence 
dont on connaît le rayon, toi 

l 5 G. Problème. Trouver le rapport approché de la circonférence au 
diamètre , . ibid. 

Note. Rapport de la circonférence au diamètre, consigné dans un 
ouvrage des Brames, 104 

1 57- Remarque. Solution abrégée du problème précédent, ibid. 

SECTION II. 

De faire des polygones et de celle du cercle, 107 
l 58 . La portion d’étendue renfermée entre les lignes qui terminent 
une figure, se nomme la surface ou l'aire de cette figure , ibid. 
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t 5 g. Deux ligures de formes differentes, mais d’une e'tenduc égalé, 
ou renfermant des aires égalés, sont dites équivalentes , ibid. 
lCo. Dans les triangles et dans les parallélogrammes, on prend arbi- 
trairement pour base un des côtes, et on appelle hauteur la per- 
pendiculaire abaissée de l’angle oppose’ i ce côté dans le triangle, ou 
d’un point quelconque du côte opposé dans le parallélogramme, to8 
161. Théorème. Deux parallélogrammes de même base et de même 
hauteur, sont équivalens , ibid. 

l6a. Théorème. Un triangle quelconque est la moitié d’un parallé- 
logramme de même base et de même hauteur, iog 

J 63 . Corollaire. Deux triangles qui ont même base et même hauteur 
sont équivalens , ibid. 

164. Problème. Transformer un polygone en un autre qui ait un 
côté de moins , et qui soit équivalent , ibid. 

lG 5 . Corollaire. On peut changer ainsi un polygone quelconque en 
un triangle équivalent , 1 10 

16G. Théorème. Deux rectangles de même base sont entre eux 
comme leurs hauteurs , ibid. 

167. Théorème. Deux rectangles quelconques sont entre eux comme 

les produits de leurs bases par leurs hauteurs , j 13 

Notes sur la considération des produits des airrs , j i 3 

168. Remarque. Sur la mesure des aires en général, et sur le sens 

de l’expression, l’aire d'un rectangle est égalé au produit de sa 
base par sa hauteur , ibid. 

169. 1 tr Corollaire. L’aire d’un quarré se mesure par la seconde 

puissance de son côté , n4 

170. a« Corollaire. L’aire (Vun parallélogramme se mesure par le 
produit de sa base par sa hauteur , 

Deux parallélogrammes quelconques sont dans le rapport des pro- 
duits de leurs bases par leurs hauteurs, Il5 

171. 3 « Corollaire. L’aire d’un triangle est mesurée par la moitié du 
produit de sa base par" sa hauteur, 

Les triangles quelconques sont entre eux comme les produits de 
leurs bases par leurs hauteurs , ibid. 

17a. Problème. Transformer un parallélogramme ou un triangle en 
un quarré , ibid. 

173. Corollaire. Transformer un polygone quelconque en un quarré 
équivalent, 

174. Remarque. On évaluel’airc d’un polygone quelconque en pre- 
nant la somme de celles des triangles qui le composent, ibid. 

176. Théorème. L’aire d’un quadrilatère dans lequel deux côtés sont 
parallèles, et qu’on nomme pour cette raison trapèze, se mesure 
par le produit de la demi-somme des deux côtés parallèles, multi- 
pliée par la hauteur prise entre ces côtés , 
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L’aire du trapèze se mesure par le produit des* hauteur, par nue- 
ligne menée h égale distance des deux bases parallèles , n6’ 

176. Théorème. Les aires des polygones semblables sont entre elle» 
comme les quarrés des côtes homologues de ces polygones, 117' 

177. Théorème. Les aires de deux triangles qui ont un angle 

commun , sont dans le rapport des produits des côtes qui com- 
prennent cet angle, 119 

178. Théorème. Le quatre’ construit sur l’hypoténuse d’un triangle 

rectangle , est équivalent à la somme des quarrés construits sur les 
deux autres côtés de ce triangle, ibid. 

* 79 - i« r Corollaire- Les quarrés construits sur le» côtés de l’angle 
droit d’un triangle rectangle et sur l’hypoténuse, sont entre eux* 
comme les segmens adjacens et l’hypoténuse entière , ran 

180. a* Corollaire- Tout polygone construit sur l’hypoténuse d’nn 
triangle rectangle, est équivalent à la somme des polygones sem- 
blables construits sur les deux autres côtés, ibid. 

j8i. Problème. Construire un polygone semblable ô un autre , et 
dont l’aire soit dans un rapport donné avec celle du premier , ou 
soit équivalente à un quarte' donné , la t 

r8a. Théorème. L’aire d’un polygone régulier a pour mesure In 
moitié du produit de son contour par le rayon du cercle inscrit , 
Ce contour se nomme périmètre, et le rayon du cercle inscrit se 
nomme apothème , ta» 

jS 3 . Corollaire. Les aires des polygones réguliers sont entre elles 
. comme les quarrés des rayons des cercles dans lesquels ils sont 
inscrits ou auxquels ils sont circonscrits , ia 3 - 

184. Remarque. Il est toujours possible de trouver deux polygones 

du même nombre ife côtés , T un inscrit, l’autre circonscrit , tels , 
que la différence de leurs aires soit moindre qu’une grandeur 
donnée , quelque petite que soit celte grandeur , ibid. 

1 85 . Corollaire. On peut toujours assigner un polygone régulier 

soit inscrit, soit circonscrit, dont l’aire diffère aussi peu qu’on 
voudra de celle d’un cercle donné, ra4 

18G. Théorème. Si trois grandeurs, A, B, X, sont telles que la 
première A , que l’on suppose variable, mais néanmoins surpas- 
sant toujours les deux autres, B, X, qui ne changent point , 
puisse approcher de toutes deux en même temps , aussi près qu’on 
voudra, on aura nécessairement B — X , ibid. 

ï8^. Th éorème. L'aire d’un cercle a pour mesure la moitié du pro- 
duit de la circonférence par le rayon, ta 5 

Note. Autre preuve de la même proposition , ibid. 

j88. Corollaire. Les aires des cercles sont entre elles comme les. 

quarrés de leurs rayons ou de leurs diamètres , 

L’aire d’un cercle est égale au quarré du rayon, multiplié par le 
rapport de la circonférence au diamètre , ibid. 

ï8q Théorème. L’aire d’un secteur de cercle a pôur mesure Ut moitié 
du produit de l’arc par le rayon , iïG 
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xgo. Remarque. L’aire du segment s’obtient en retranchant de l’aire 
du secteur celle du triangle cortespondant . 137 

DEUXIEME PARTI E.^ 

SECTION PREMIÈRE. 

Des plans et des corps terminés par des surfaces planes . 

Des plans et des lignes droites , 1 28 

191. Une ligne droite qui a deux de ses points dans un plan , s’y 

trouve toute entière , ibid. 

192. L’intersection de deux plans est une ligne droite, ibid. 

rg 3 . Il faut trois points pour déterminer un plan, on deux plans 

ayant trois points communs qui ne sont pas en ligne droite , 
coïncident parfaitement , ibid. 

194. Deux lignes qui se coupent sont dans un même plan , 

Tout triangle est dans un seul plan , et quatre points qui 
ne sont pas dans un même plan , forment un quadrilatère 
' gauche, 139 

ig 5 . Dans l’espace, deux droites peuvent être perpendiculaires h une 
troisième, sans être parallèles entre elles , ibid. 

196. Théorème. Une droite e'ievée hors d’un plan, perpendiculaire- 

ment h deux autres menc'es par son pied dans Ce plan , est per- 
pendiculaire à toutes celles qu’on pourrait mener par ce point dana 
le même plan , i 3 ® 

197. Remarque. La ligne menée d’après le théorème précédent, est ' 

perpendiculaire au plan sur lequel elle est élevée , i 3 i 

198. Théorème. Si trois droites sont perpendiculaires à nne même 

droite, pag^ un même point, elles sont toutes les trois dans un 
meme plan perpendiculaire it cette dernière, ibid. 

599. Théorème. Par un point pris, soit hors d’un plan, soit sur ce 
plan , on ne peut mener qu’une seule perpendiculaire à ce plan , 
et par le même point d’une droite , il ne peat passer qu’un seul 
plan perpendiculaire à cette droite , ibid. 

200. Théorème. Les obliques qui s’écartent également de la perpen- 
^ diculaire à un plan , sont égales ; celles qui s’écartant le plus sont 
• les plus longues , x et la perpendiculaire est la plus courte de toutes 
les droites que l’on puisse mener d’un point donné à un plan , i 3 a 
»ot. Remarques. Chaque point de la perpendiculaire à un plan peut 
être employé à décrire , dans ce plan, des cercles dont le centra 
soit à son pied , 

La perpendiculaire étant la plus courte ligne qu’on puisse mener 
d’un point pris , hors d’un plan sur ce plan , est la mesure naturelle 
de leur distance , ibid. 

20a. Théorème. Si par nn point d’une droite oblique h un plan , on 
abaisse sur ce plan une perpendiculaire, et que l’on joigne les 
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pieds de l’obliqtM et de la perpendiculaire par une droite, la perpen- 
diculaire à cette dernière sera aussi perpendiculaire sur l’oblique, t 33 
ao 3 . Théorème. Une droite situe'e hors d’un plan , mais parallèle i» 
une ligne quelconque menée dans ce plan , ne le rencontre point, 
quelque prolongée qu’on la suppose , et est en même temps parallèle 
à toute droite menée dans le plan parallèlement il la première, ibid. 
»o 4 - Corollaire. Deux droites parallèles à uüc troisième sont parallèles 
entre elles, \ 

ao 5 . Théorème. Les angles qui ont les côtés parallèles et l’ouverture 
tournée dans le même sens , sont égaux , quoique situés dans des 
plans différens , ibid. 

jo6. Théorème. Si , par un point quelconque de la commune section 
de deux plans, ou mène dans chacun de ces plans des droites res- 

Ï activement perpendiculaires h cette commune section , et que 
'angle qu’elles forment entre elles soit égal à celui que forment 
deux autres droites menées de la même mauière dans deux autics 
plans , on pourra faire coïncider les deux premiers plans avec les 
deux derniers, _ ibid. 

30 "}. Corollaire. L’espace indéfini compris entre deux plans qui se cou- 
pent se nomme angle dièdre, ou angle h deux faces, il mesure leut 
inclinaison , 

L’angle dièdre a pour mesure l’angle plan formé par deux droites 
menées dans chacune de scs faces, perpendiculairement è leur com- 
mune section , et par un même point de cette droite , 

Les angles dièdres jouissent des mêmes propriétés que les angles 
plans qui les mesurent, 

Jf ote. Raison de la dénomination A'angle dièdre , ‘btd. 

308. a* Corollaire. Un plan mené par une ligne perpendiculaire & un 
autre plan , est perpendiculaire sur ce dernier , 

Par une droite prise dans un plan , on ne peut élever qu’un seul plan 
perpendiculaire au premier, 

309. Théorème. Si , par un point quelconque de la commune section 
de deux plans qui se rencontrent à angles droits, on elève perpen- 
diculairement an premier , une droite , elle sera comprise dans le 
second , ibid. 

310. Corollaire. L’intersection de deux plans perpendiculaires !> un 
troisième , est perpendiculaire à ce dernier , ibid. 

Théorème. La droite menée dans un plan , perpendiculairement 
à la commune section de celui-ci avec un autre qui le rencontre h 
angle droit, est perpendiculaire sur cet autre , i 38 

3ia. Théorème. Deux droites perpendiculaires i un même plan sont 
parallèles entre épgs j et réciproquement si une droite est perpen- 
diculaire h un plan, toute autre droite parallèle h celle-ci’sera 

aussi perpendiculaire au même plan , ^id. 

*t 3 . Théorème. Doux plans perpendiculaires h une même droite no 
sauraient *c rencontrer, 
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ai 4- Deux plat» perpendiculaires & uns même droite ne te rén* 
contrant point , «ont parallèle t entre eux , • 1 3ç) 

*t5. Théorème. Lorsque deux plans parallèles sont coupe'» par uu 
troisième , les intersections sont parallèles entre elles , ibid. 

»i 6 . Corollaire. Deux plans parallèles ont leurs perpendiculaire) 
communes , 

La distance de deux plans parallèles est partout la même , ibid. 
* 17 . Théorème. Si deux droites qui se coupent sont parallèles îi deux 
autres droites qui se coupent, le plan déterminé par les deux pre- 
mières sera parallèle & celui que déterminent les deux autres , >40 

»l8. Corollaire. Par deux droites qui , ne se coupant point et n’étant 
point parallèles entre elles, ne sauraient être comprises dans uu 
même plan , on peut toujours faire passer deux plans parallèles , 
dont la plus courte distance donne celle des deux droites propo- 
sées, * ibid. 

319 . Remarque. La plus courte distance des droites N de l’article 

précédent a lieu sur une droite qui est perpendiculaire il toutes 
deux en même temps, ibid. 

320 . Théorème. Deux droites comprises entre deux plans parallèles 

sont toujours coupées en parties proportionnelles , par un troi- 
sième plan parallèle aux deux premiers , , 1 4 1 

* 21 - Lorsque plusieurs plans qui passent par un même point Se ren- 
contrent deux à deux, l’espace qu’ils comprennent entre eux , 
indéfini dans le sens opposé au point où ils se rencontrent , se 
nomme angle polyèdre, ou angle à plusieurs faces. 

L’angle h trois faces se nomme angle trièdre , etc. 

Le point de rencontre de toutes les faces d’un angle polyèdre en est 
le sommet , 

Les communes sections des faces sont les arêtes , 

Il y a dans l’angle trièdre six choses h considérer, savoir , truie 
angles plans et trois angles dièdres, ibid. 

32 *. Théorème. La somme de deux quelconques des angles plans 
qui composent un angle trièdre, est toujours plus grande que le 
troisième , l4* 

xs3. Théorème. Si deux angles trièdres sont formés des mêmes an- 
gles plans , les angles dièdres compris entre les angles plans égaux 
seront égaux , i43 

2*4- Théorème. Deux angles trièdres formés par trois angles 
plans égaux et semblablement disposés entre enx, sont égaux dans 
toutes leurs parties , ’ x44 

225 Remarque. Deux angles trièdres composés des mêmes angles 
plans assemblés différemment, ou deux angles trièdres inverses 
l’un de l’autre, ne peuvent coïncider , mais renferment le même 
espace, I , ibid. 

fllnte sur les angles trièdres inverses , Î4.5 

îïG. Théo reine. La somme des angle» plans qui composent un angle 

b iy 
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. polyèdre convexe, c’est-à-dirc dont toutes les arêtes sont «ail* 
lantes ou extérieures, mais d’ailleurs quelconque , est toujours 
moindre que quatre droits , J<j5 

Des corps terminés par des plans , "146 

3x7. Les corps terminés par des plans se nomment polyèdres , 

On ne peut fermer dé toutes parts un espace par un nombre de plans 
moindre que quatre, et le corps qui en résulte se nomme tétraèdre , 
Tout corps dont une des faces est un polygone quelconque , et dont 
toutes les autres sont des triangles ayant leur sommet au même 
point , se nomme pyramide ; le point oit se réunissent oes dernières, 
est le sommet , et la face opposée est la base , ibid. 

aab. Théorème. Si deux tétraèdres ont chacun un angle trièdre 
composé de triangles égaux et semblablement disposés , ces té- 
traèdres sont égaux , et ils le seront encore sf deux faces de 
l’un sont égales à deux faces de l’autre , assemblées de la même 
manière, et forment entre elles le même angle dièdre que cel- 
les-ci, ibid - 

339. Les polyèdres semblables sont ceux dont les faces sont en 
même nombre, semblables , semblablementdisposées , et également 
inclinées les unes h l’égard des autres , ibid. 

a3o. Théorème. Lorsque les triangles qui formen t deux angles trièdres 
homologues de deux tétraèdres , sont semblables chacun h efteun , 
et semblablement disposés , ces tétraèdres sont semblables ; et ils 
le sont encore si deux faces de l’un font entre elles le même angle 
que deux face* de l’auure , sont en outre semblables à celles-ci , 
et assemblées par des côtés' homologues , >47 

a 3, . Théorème. Deux pyramides quelconques sont semblables lorsque 
leurs faces sont semblables et semblablement disposées, i 49 
a3a. l* r Corollaire. En coupant une pyramide par un plan parallèle 
à sa base, on en retranche une pyramide qui lui est semblable , ibid. 
333.3* Corollaire. Les arêtes homologues des pyramides semblables 
sont proportionnelles entre elles et aux perpendiculaires abaissées 
des sommets sur les bases , 1 5o 

334- Remarque. On peut trouver , par ce qui précède , la hauteur 
d’une pyramide , lorsqu’on connaît les dimensions d’un tronc ^ 
bases parallèles , >. I -’ 1 

935. Théorème. Les bases des pyramides semblables sont entre 
elles comme les quarrés de deux arêtes homologues quelconques , 
et comme les quarrés des perpendiculaires abaissées du sommet 
sur leur plan , 1 " ibut. 

336. Corollaire. Les sections faites à la même distance des sommets, 
dans deux pyramides quelconques , sont dans un rapport constant, 
quelles que soient d’ailleurs ces distance# et les figures des bases, 1 5a 
s3j. Les polyèdres qui ont deux faces opposées égales .et parallèles» 
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et dont toutes les autres sont des parallélogrammes, se nomment 
prismes , 

Les polygones .opposes sont les bases du prisme. 

Chaque angle polyèdre d’un prisme n’est compose' que de trois angles 
plans , 

Quand ses arêtes sont perpendiculaires snr sa base , c’est un prisme 
droit , les autres sont des prismes obliques , i53 

a 38. Le prisme dont la base est un parallélogramme, se nomme 
parallélépipède ; ses faces opposées son$ égales et parallèles , ib. 
a3t). Théorème. Un polyèdre compris entre six plans parallèles deux 
à deux, est un parallélépipède, ibid. 

a^o. Théorème. Si deux prismes ont cbacnn un angle trièdre com- 
posé de polygones égaux et semblablement disposés, ces prismes 
seront égaux , ibid. 

3-jt. Remarques. En joignant par des droites, le sommet d’un de 
leurs angles à tous les autres, et divisant toutes leurs faces en tri- 
angles, on peut toujours partager les polyèdres quelconques, 
en pyramides triangulaires , 

Deux corps composés d’un même nombre de pyramides triangulaire* 
égales et semblablement disposées, sont égaux, 

Un polyèdreayant un nombre N d’angles, est déterminé par — G 

données, prises parmi les distances de ces angle* , i fi.j 

a}a. .Théorème. Deux polyèdres qui sont composés d’unméme nom- 
bre de pyramides semblables et semblablement disposées , sont 
semblables, l55 

aj3. Théorème. Lorsque deux polyèdres sont semblables , ils peu- 
vent être partagés en un nréii^ nombre de tétraèdres semblable* 
et semblablement disposés, if >7 

a44- Théorème. Les arêtes homologues des polyèdres semblable* 
sont proportionnelles , ainsi que les diagonales des faces homo- 
logues et les diagonales intérieures aux polyèdres , l58 

a45. Remarque. Sur la mesure de l’aire des polyèdres , t5g 

346 . Théorème. Les aire* des polyèdres semblables sont entre elle* 
comme les quarrés des arêtes homologues , ibid. 

De la mesure des volumes , 1 60 

347 - L’espacç renfermé par la surface d’un polyèdre , on occupé par 
* ce corps , est généralement désigné sous le nom de volume, ou de 
capacité , lorsqu’il s'agit d’un corps creux, ibid. 

Note sur les motifs d’exclure le mot solidité , ibid. 

a48. Théorème. Deux parallélépipèdes construits sur la même base, 
et terminés supérieurement par le même plan parallèle à leur 
base , sont équivalens en volume , ifir 

349- Corollaire . Un parallélépipède quelconque et un parallélépipède 
rectangle construits sur des bases équivalentes, et terminés par 
un même plan parallèle li leur base, ou de même hauteur , sont 
équivalens , 
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La hauteur d’un prisme, ou d’un parallélépipède, est la perpendi- 
culaire mcnc'e entre les deux bases ; pour une pyramide , c’est 
la perpendiculaire abaissée du sommet sur la face opposée, face 
qui s’appelle hase , 161 

a 5 o. Théorème. Si l’on forme sur la base d’un prisme triangulaire 
un parallélogramme , et que l’on élève sur ce parallélogramme , 
pris pour base, un parallélépipède de même hauteur que le prisme 
triangulaire, celui-ci sera la moitié de l’autre, 16a 

Note où l’on démontre l’égalité des volumes des deux prismes trian- 
gulaires du n° précédent, qui , bien que construits sur les même» 
parties , ne peuvent pas coïncider , l 63 

a 5 i. Corollaire. Deux prismes triangulaires de meme base et de 
même hauteur , sont équivalens , ibid. 

a 5 o. Théorème. Si on coupe un tétraèdre par des plans parallèles à 
sa base et équidistans , on pourra former, è chaque tranche , un 
prisme extérieur et un prisme intérieur, de manière que la somme 
des premiers diffère aussi peu qu’on voudra de celle des seconds , 
et par conséquent aussi du tétraèdre, 164 

a 53 . Théorème. Deux tétraèdres de même base et de même hauteur 
sont c'qnivalcns , >65 

Note. Autre démonstration de la proposition précédente , 1G6 

*54. Théorème. Un tétraèdre est équivalent au tiers du pvisme 
triangulaire de meme base et de même hauteur , ibid. 

* 55 . Théorème. Les parallélépipèdes rectangles de même base, sont 
entre eux comme leurs hauteurs , >67 

a 56 . 77 téorème.Dcux parallélépipèdes rectangles sont entre eux comme 
les produits des arêtes qui forant un même angle trièdre , 168 

957. Remarque. La mesure du volume d’un parallélépipède rec- 
tangle est le produit de scs trois arêtes contiguës , en prenant pour 
terme de comparaison le parallélépipède dont les troisjirétes con- 
tiguës sont égales il la ligne choisie pour unité , "169 

a 58 . 1 cr Corollaire. Lorsque les arêtes sont égales entre elles, le pa- 
rallélépipède , qui prend le nom de cube, a pour mesure la troi- 
sième puissance de son arête , * 7 ° 

a 5 q. a» Corollaire. Le volume d’un parallélépipède quelconque a 
pour mesure le produit de sa base par sa hauteur ibid. 

9G0. 3 » Corollaire. Le volqme d’un prisme quelconque est égal au- 
produit de sa base par sa hauteur, 

Deux prismes quelconques sont entre eux commentes produits de 
leurs bases par leurs hauteurs , f ibid, 

96t. 4 « Corollaire. Le volume d’un tétraèdre a pour mesure le tiers 
du produit de sa base par sa hauteur , > 7 * 

a6o. 5 e Corollaire. Le volume d’une pyramide quelconque a pour 
mesure le tiers du produit de sa base par sa hauteur , 
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Ben* pyramides quelconques sont entre elles eomine lès produits 
de leurs bases par leur» hauteurs , 
te relamé d’un trône de pyramide s’obtient en prenant la différênea 
entre celui de la pyramide entière et celui de la pyramide retran- 
chée j 171 

*63 .Remarque. Lé volume d’mt polyèdre quelconque peut s’éva- 
luer en décomposant cè polyèdre en pyramides , ou en le ramenant 
i des prismes triangulaires tronqués , 17a 

«4. Théorème. Un prisme triangulaire tronqué est*cquivalent à 
trois tétraèdres dé même base, ayant leurs sommets respectifs 
placés !t chacun des angles du triangle opposé à cette base , 173 

a 63 . Corollaire. Le volume d’un prisme triangulaire tronqué a pour 
mesure le produit de sa base par le tiers de la somme des *ttois 
perpendiculaires abaissées sur cette base , de chacun des angles de 
la base supérieure , __ 174 

aGti. Théorème. Deux polyèdres semblables sont entre eux comme 
les cubes de leurs arêtes homologues , ibid. 

Note. Les volumes de deux tétraèdres qui ont un angle trièdre 
commun , tant entre eux comme les produits des arêtes qui , 

* dans chacun , comprennent cet angle , 175 

S E C T I O N I I. 

Des corps ronds, , 176 

367. Les cotps ronds sonf ceux qu’on produit en faisant tourner 
une figure plane autour «l’une ligne droite , 

On ne considère , dans le» Elémens de Géométrie 5 que le côna 
droit , le cylindre droit et la sphère » 

Le cAne droit s’engendre en faisant tourner un triangle reetangla 
autour de l’un des côtés de l’angle droit, l’bypoténuse décrit la 
Surface conique droite , 

Le côté autour duquel tourne le tria agio générateur , te nomma 

l’a are , 

La base du cône est un cercle , 

Toute section faite par un plan parallèle à cette base est également 
un eerele, • . .. • ■ ! 

Les circonférences de cea cercles sont proportionnelles à leurs dis- 
tances au sommet, 

Leurs aires sont entre elles comme les quarrés de ces distances, ibid* 
Nàte sur le cône oblique , ibid, 

•j 6 &. Rèmari/tte. Lorsqu'on a les dimensions d'un tronc decône droit, 
è bases parallèles* on peut, par ce qui précède, trouver la hau- 
teur du cône entier • 177 • 

nft). Théorème. On peut toujours trouver deux pyramides régu- 
lières , l’une inscrite, l’autre circonscrite à un cône droit, telles, 
que la différence de leurs aires soit moindre qu’une grandeur 
donnée, quelque petite que soit celle grandeur , 
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L’aire d’une pyramide régulière, lorsqu’on n’y comprend point sa 
base, a pour mesure la moitié du produit du contour de cette 
base par la perpendiculaire abaisse'c du sommet sur l’un de see 


côtes , 


*77 


370. Corollaire. L’aire du cône est toujours moindre que celle de 
. | a pyramide circonscrite , et plus grande que celle de la pyramide 
inscrite; mais chacune de ces dernières peut approcher de la pre- 
mière aussi près qu’on voudra, 17g 

37*- Théorème. L’aire d’un cône droit a pour mesure la moitié du 
produit de la circonférence du cercle qui lui ser^de base par son 
côté, ’ 180 

2 \ r ote où l’on indique un autre tour de démonstration pour la pro- 
position ci-dcssus et pour ses analogues , ibid. 

37a. Théorème. L’aired’un tronc de cône droit, à bases parallèles , ou 
du co/ie tronqué, a pour mesure la moitié du produit de la somme 
des circonférences de ses deux bases par son côté, ou le produit 
de ce côté par la circonférence de la section faite ù égale distance 
des bases , 

En substituant le sommet à la base supérieure, ces mesures 
conviennent au éône entier , • ibid. 

373 . Théorème. On peut toujours trouver deux pyramides , l’une 
inscrite, l’autre circonscrite, & un cône droit, telles, que la diffé- 
rence de leurs volumes soit moindre qu’une grandeur donnée , 
quelque petite que soit cette grandeur, 18a 

374 - Corollaire. On peut toujours assigner uncpyramide inscrite et 
une pyramide circonscrite, qui diffèrent aussi peu qu’on voudra 
du cône, l’une étant plus petite, et l’autre plus grande, i 83 

375. Théorème. Le volume d'nn cône a pour mesure le tiers du pro- 
duit de l’aire de sa base par sa hauteur , ibid. 

1 Vote sur le cône oblique , ibid. 

376. Problème. Trouver le volume d’un tronc de cône droit à hases 

parallèles , ibid. 

377. Un rectangle qui tourne autour de l’un de scs côtés , engendre 

le corps appelé cylindre' droit , 1 

Les bases d’un cylindre droit sont des cercles égaux et parallèles , 
ainsi que toutes les sections parallèles it ces bases , 

Le côté autour duquel tourne le rectangle générateur, se nomme 
P axe, 184 

Note sur le cylindre oblique , ibid. 

378. Théorème. On peut inscrire et circonscrire h un cylindre droit 
deiixprismcs droits, tels, queladifférenccdeleursairessoitmoindre 
qu’une grandeur donnée , quelque petite que soit cette grandeur , 

ibid. 

379. Corollaire. On peut toujours trouver un prisme soit inscrit, 
soit circonscrit, dont l’aire diffère aussi peu qu’on voudra de 
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l 

l’aire du cylindre droit, plus grande que la première, et moindre 
que la seconde , i8tt 

380. Théorème. L’aire de la surface convexe du cylindre droita pour 

mesure le produit de la circonférence de sa base par sa hau- 
teur, i . ibid. 

381. Théorème. On peut toujours former deux prismes , l’un inscrit, 

l’autre circonscrit au cylindre, tels, que leurs volumes diffèrent 

aussi peu qu’on voudra , ibid. 

*82. Corollaire. On peut construire un prisme inscrit et nn prisme 
circonscrit, tels, que leurs volqjacs diffèrent aussi peu qu’on vou- 
dra de celui du cylindre, qui sera toujours plus grand que le pre- 
mier , et moindre que le second , 187! 

s 83 . Théorème. Le volume d’un cylindredroit a pour mesure le pro- 
duit de l’aire de sa base par sa hauteur , ibid. 

Note sur le cylindre oblique , ibid. 

a 84 - Un demi-cercle, en tournant autour de son diamètre, engendra 
la sphère, et la demi-circonférence qui l’enveloppe décrit la sur- 
face sphérique. 

Le diamètre autour duquel tourne le demi-cercle générateur , est 
l’arre, et ses extrémités sont les pôles , 

La surface sphérique a tous ses points également éloignés du centra 
du cercle générateur, ibid. 

a 85 . Théorème. La section de la sphère par un plan quelconque , est 
toujours un cercle, " * 188 

386. Remarque. Les cercles dont le plan passe par le centre de la 
sphère, sont de grands cercles, les autres sont de petits cercles, 

Tous les grands cercles sont égaux entre eux , ibid. 

387. Corollaire. Deux grands cercles se coupent toujours en deux 

parues égales, ibid. 

388. Trois cercles se coupant deux à deux sur la surface de la sphère , 
forment un triangle sphérique ; on ne considère dans les Elémens 
que celui qui est formé par trois arcs de grands cercles, 189 

389. Théorème. La somme de deux côtés quelconques d’un triangle 
sphériqne est toujours plus grande que le troisième, ' ibid. 

390. Corollaire. Le plus court chemin pour aller d’un point h un 

autre surla surface sphérique, est l’arc du grand cercle déterminé 
par le plan qui passe par ces deux points et par le centre de la 
sphère , ibid. 

391. Corollaire. La somme des trois côtés d’un triangle sphérique 

est moindre que la circonférence d’un grand cercle , 190 

39a. Théorème. Si , par le centre d’un ccrclequelconquc tracé surla 
sphère, on élève une perpendiculaire, elle passera par le centre de 
la sphère,etla coupera en denx points, dont chacun sera également 
éloigné de tous ceux de la circonférence du cercle proposé , 191 

*Ç) 3 - Corollaire. Chacun de ces points , que l’an uoinnie pôles, peut 
servir h décrire ce cercle, v 
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La droite qui le* joint est l’are du même cercle , <j)f 

**g 4 . Théorème. Le plan mené par un point de U surface de la 
sphère , perpendiculairement au rayon qui passe parce point, est 
tangent à la sphère , et, réciproquement , le plan tangent h un 
point quelconque de la surface sphérique , est perpendiculaire à 
l’extrémité du rayon , 19» 

* 95 - ! Théorème . Deux portion» correspondantes de polygones régu- 
liers , l’une inscrite et l’autre circonscrite au cercle générateur de 
la sphère , décrivent, en tournant autour du diamètre de ce cercle, 
deux corps dont les aires peuvgpt différer de moins qu'aucune 
grandeur donnée , 

L’aire de chacun de ces corps a pour mesure le produit de sa hau- 
teur par la circonférence du cercle inscrit au polygone qui l 'en- 
gendre , ititf» 

a Corollaire. L’aire du corps inscrit est moindre que celle de In 
portion correspondante de la sphère, et l’aire du corps circonscrit 
est plus grande ; mais on pegt toujours trouver deux de ces corps 
dont l’aire diffère aussi peu qu’on voudra de celle de la portion 
de sphère, 

397. Ihéorème. L’aire de la calotte tphérique est égale & sa hauteur 

multipliée par la circonférence d’un grand cercle , ibid. 

398. 1 rr Corollaire. L’aire de la sphère entière est égale s son dia- 

mètre multiplié par la circonférence d’un grand cercle, et celle 
d’une zône quelconque est égale au produit delà hauteur de cette 
z&ne par la circonférence d’un grand cercle , 196 

399. a* Corollaire. L’aire <lc la surface sphérique est quadruple de 

celle d'un de ses grands cercles , ’ ihùL 

3 oo. Théorème. L’aire du fuseau sphérique ést ?i celle de lasphère 
comme l’angle plan qui mesure l’angle dièdre que forment le» 
plans qni déterminent ce fuseau , est h quatre droits , >07 

3 ot. Théorème. L’aired’un triangle sphérique est h celle de lasphère 
entière , comme la différence entre 1 # somme des trois angles 
dièdres formés par les plans des cercles qni composent ce triangle 
et deux angles droits, est è huit angles droits, 19^ 

Note où l'on démontre, pour la proposition précédente, que deux 
triangles sphériques qui ont leurs côtés égaux , chacun ît chacun ; 
mais assemblés dans un ordre inverse , sont cquivalcns, ibid. 
3 oa. Théorème. La différence entre 1 er. volumes des corps engend rés 
par deux portions correspondantes de polygones réguliers , l'nne 
inscrite et l’autre circonscrite h un arc de cercle, pendant la 
révolution de cet arc autour de son axe, et fermés par la surface 
conique, décrite dans la même circonstance par le rayon qui ter- 
mine les deux portions de polygone , peut devenir aussi petite 
qu’on voudra, 

Le volume de chacun de ces corps a ponr mesure la somme de* 
aires décrites par les côtés du polygone générateur, multipliée 
par le tiers du rayon du cercle inscrit' h ce polygone, aoo 
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3o3. Corollaire. Le secteur sphérique engendre parla révolution du 
secteur circulaire , est moindre que le corps circonscrit , et plus 
grand que l’inscrit; mais sa différence avec l’un ou avec l’autre de 
ces corps , peut être rendue aussi petite qu’on voudra , aoï 

3o4- Théorème. Le volume d’un secteur sphérique est égal Jt l’aire 
de la calotte sur laquelle il s’appuie , multipliée par le tiers du 
rayon , ibid. 

305. iv Corollaire. Le volume de la sphère est égal h son aire mula 

tipliée par le tiers du rayon , ou à l’aire de son grand cercle mul- 
tipliée par les deux tiers du diamètre , ibitl. 

306. a* Corollaire. La mesure du secteur sphérique, lorsqu’il sur- 

passe la demi-sphère , est encore la même que dans le numéro 
3o3 , aoif 

307 . 3* Corollaire - Le volume de la portion de sphère engendrée 
par le demi-segment circulaire , et qu’on nomme segment sphé • 
rique, s’obtiendra en retranchant du volume du secteur sphérique 
celui du cône correspondant. 

Le volume de la zône s’obtiendra en le considérant comme la diffé- 
rence des deux segmens formés dans la sphère, par les plans qui 
terminent cette zône, ibitl. 


De la comparaison des corps ronds , 2o5 

3o8. Les corps ronds semblables sont ceux qui sont engendrés par 
des ligures semblables , 

Dans les cônes semblables , les côtés , les hauteurs , les rayons des 
bases, leurs circonférences, sont proportionnels, et les aires de» 
hases sont comme les quarrés de leurs lignes homologues ; la même 
chose a lieu à l’égard des cylindres semblables, . 1 

Les sphères sont des corps semblables, ibitl. 

3og- JTtéorème. Les aires des cônes semblables sont comme les 
quarrés des côtés de ces cônes , et leurs volumes coynme les cubes 
de ces mêmes côtés , - • „ ibitl. 

3to. Théorème. Les aires des cylindres semblables sont comnattes 
quarrés des côtés de ces cylindres, et leurs volumes Commues 
cubes de ces mêmes côtés, aoQ 

3il. Théorème. Les aires dè deux sphères sont comme les quarrés 
de leurs rayons ou de leurs diamètres , et leurs volumes comme 
les cubes de ces mêmes lignes , ibitl. 

3ia. Remarque. L’aire convexe du cylindre circonscrit è la sphère 
• est égale à celle de cette sphère , et le volume de ce dernier 
corps n’est que les deux tiers de celui du premier , 307 

3l3.. Conclusion , dans laquelle on montre qu’il ne peut y avoir plus 
de cinq espèces de polyèdres réguliers , et que les faces de ces po- 
lyèdres 11 c peuvent être que des triangles équilatéraux, <les 
quarrés ou des pentagones , ibid- 


Fin de la Table. 


SUPPLEMENT 


Au Traité Élémentaire d’ Arithmétique , nécessaire pour 
passer immédiatement de ce Traité aux Élémensde 
Géométrie. 


I. té oür abréger le discount , on exprime par des «ignés particuliers 
les mots qui reviennent le plus fréquemment; et quand on s’occupe 
d'un nombre ou d’une grandeur quelconque, sans considérer sa 
■valeur particulière, mais seulement pour indiquer scs relations avec 
d'autres grandeurs , ou les operations auxquelles elle doit être sou 
mise , on la distingue par une lettre del'alpliabet , qui devient alors 
le nom abrège de cette grandeur. 

-f. signifie plus ou ajoute avec. 

L’expression si -h B indique la somme qui résulte de la grandeur 
que représente la lettre A ajoutée avec celle que représente B , ou 
A plus B 

— signifie moins. 


A — B indique ce qui reste quand on ôte de la grandeur que re- 
présente A celle que représente B , ou A moins B. 

X signifie multiplié par. 

JÊké. B indique le produit de la grandeur que représente A multi- 
plie^rar celle que représenta B , ou A multiplie par B. 


A. 

B' 


ndique le quotient de la grandeur que représente A divisée 


par celle que représente B, ou A divisé par B. 

A = B signifie que la grandeur que représente A est égale k 
celle que représente B, ou A égale B. , * 


A > B signifie que la grandeur que représente A snrpassc celle 
que représente B , ou A plus grand que B. 

A < B signifie A plus petit que B. 

o A, 3 A, etc. indiquent le double, le triple, etc. de la grandeur 
que représente A- 

. ' II. 


a 
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II. Lqpqu’on multiplie un nombre par lui-même, on forme sa 
seconde puissance on son quarré : 5 X ü, ou a5, est la seconde 
paissance de 5, ou le quatre de 5. 

, La seconde puissance est donc le produit de deux facteurs égaux ; 
chacun de ces facteurs est la racine quarrée du pruduit : 5 est la 
racine quarrée de a5. 

Si on multiplie la seconde puissance par sa racine , on a la troi- 
sième puissance ou le cube : 5 X&5, ou ia5, est la troisième puis* 
sance de 5. , 

La troisième puissance est un produit formé par la multiplication 
de trois facteurs égaux } chacun de ces facteurs est la racine cubique 
-de ce produit : ia5 est le produit de 5- multiplié deux fois par lui- 
méme , on 5 X 5 X 5, et 5 est la racine cubique de. ia5. 

En général , A' étant l'abréviation de A X A , indique la se- 
«onde puissance , ou le quarré de A. 

* 1/ si indique la racine quarrée de A ou lenombrcqui, multiplié 
par lui-méme, produirait le nombre que représente A. •>.' • " 

A 3 étant l’abnéviation A X Ax A, indique la troisième puis- 
sance ou le cube de A.- ■ * ..... A, jim.-.iq < 

* # » . t«. . i 1 

VA indique la racine cubique de A ou le nombre mulf 
tiplié deux fois par lui-méme, produirait le nombre A. , , 

Tous les nombres ne sont pas des quartés ou des cubes, parfaits <, 
c’est-à-dire , n'ont pas des radines quarréea ou cubiques qu’on 
puisse exprimer exactement : iq, par exemple, se trouvant entre itl, 
qui est le quarré de 4 , et a5 , qui est le quarré de 5,u pour racine 
un nombre compris entre 4 c * 5 , mais qu’on ne saurait assigner 
exactement. 

De mè me, 89 se trouvant 1 entré 64, qui est le cube de 4, et 
ia5 , qui est celui de 5, q pour racine cubique un nombre com- 
pris entré 4 et 5, mais qu’on ne sautait non pins assigner exacte- 
ment. On trouvera dans les Elcmens cP Algèbre, des méthodes pour 
approcher aussi près qu’on voudra des racines qgarrées et de* racines 
cubiques des nombre» qui ne sont pas des quarrés ou des cubes 
parfaits. . * • ^ 

( Les trqif articles suivons doivent être étudiés avant le re« 58) 

III. i°. Lorsque deux proportions ont un rapport çommuH,’ ilfest 

visible qu’on peut mettre en proportion les deiflt autres rapports , 
parce qu’ils s gaux à celui qui est commun. -i 

Si on a ...(, 

A: B:: C ; D 
E : C : D, 

4 V 

Géométrie. 7* édition. c 
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H en résultera nécessairement 

Ai B si Ei F. 

2 *. Lorsque deux proportions ont les memes antécédent, om . 
peut mettre les coméquensen proportion ; cars! on a 

Ai Bu Ci D 

9 « 

Ai Eli Ci Fi 

en changeant les moyens de place, ces proportions deviendront 
Ai CiiB.D 
AiCiiE-.F, 

«n en conclura 

B i D u Et F, 

ce qui revient il BiEuDiF. 

IV. On peut faire encore dans les proportions d'antres changement 
que les transpositions de termes qui ne troublent pas l’égalité dit 
produit des extrêmes avec celui des moyens. 

i Si au conséquent d’un rapport on ajoute son antécédent , et que 
l’on compare cette somme 5 l’antécédent, celui-ci y sera contenu 
une fois pins qu’il ne l'était dans le premier conséquent j Te nouveau 
rapport sera donc*égaJ au rapport primitif augmenté de l’unité. Sr 
on fait la même opération sur les deux rapports d’une proportion , 
il en résultera évidemment deux nouveaux rapports égaux entr’eux , 
et par conséquent une nouvelle proportions 
Soit par exemple la proportion 

4:6:: ta : tS ; 

on aura 

6 -f- 4 : 4 :: *8 4- ta : i», 

ou 

to : 4 :: 3» : ta. 

a°. Si du conséquent d’un rapport on retranche l’antécédent , et 
lie l’on compare la différence A l’antécédent , celai-ci y sera con- 
tenu nne fois de moins que dans le premier conséquent; le nouvean 
rapport sera donc égal au rapport primitif diminué de l’unité. Si on 
fait la même opération sur les deux rapports d’une proportion , il en 
résultera deux nouveaux rapports égaux entr’eux , et par conséquent 
une nouvelle proportion. 

De la proportion 

4 : 6 :: ia : 18 , 
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rth déduira ainsi 


ou 


SUPPLÉMENT. 

6 — 4 : 4 ■' s ï 8 — * la : la, 




a : 4 6 : «a. 

Pour une proportion entre des grandeurs quelconques, désignées 
par des lettres, „ 8 

A: BiiC : D, 

ou aura par les cliangeinens ci-dcssus , 

B + A-.A:: D+C: C, 

B — A : A :: D — C : C. 

Si on change les moyens dp place dans ces dernières /il viendra 

B + A : D+C::A:C, 

B - A : D - C :: A : Ç; 
biais par le même changement , la proportion 

A.B.iÇiO ! 

donne aussi . 

A.CiiB: J), 

Ct puisque les rapports A : C : : B : D sont égaux , on en concltfr.1 
B + A: 1}+ Ç: : A: C ou :;B -.D. 

B —A : D — C:. A : C ou : : B: D, 
résultat qui s’énonce ainsi : 

Dans une proportion quelconque là somme ou la différence dis 
deux premiers termes est à la somme ou à la différence des deux 

t * ernlers > comme le premier est au troisième, ou comme le deuxième 

€st au quatrième. 

De plus, les deux rapports A : tou B : D, étant communs au* 
deux dernieres proportions ci-dessus , il en résulte que les autres 
rapports des mêmes proportions sont égaux, et que par conséquent 

B + A : D+ C:: B -A: D- C, 

OU en changeant les moyens de place , 

B + A : B — A : : D + C : D — C ; * - 

c’est-à-dire que la somme des deux premiers termes d’une propor- 

Uur ^ffcreZi ^ COT " me U ‘° mme ^ CS ^ eux derniers esta . 

Par exemple : 

flft ’ 6 + 4:6— 4::i3-f ta:i8 — ta . 


• Lorsque la proportion 
est changée rn 


io : a :: 3o : 6. 

A : B :: C : D , 

A < Ci: B : JO 

s 


C ij 
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ci B sont les antécédens , C et D les conséqueus j et les propor- 
tions 

B ■+■ A \ D ■+• C :: A: C ou : r B : L) , • 

B — A : D — C :: A ; C ou :: B : D , 
répondent à l’énoncé suivant. 

La somme ou la différence des antécédent d'une proportion est 
à la sommeouàla différence des conséquent , comme un antécédent 
esta son conséquent. 

On en déduit la somme des antécédent est à leur différence, 
comme la somme des conséquent est à leur différence. 

Si on a une suite de rapports égaux 

A : B :: C : D :: E : F, 

•» 

en ne considérant d’abord que les deux premiers, qui forment la pro- 
portion * 

A: B :: C.D, 

en en déduit par ce qui précède , . 

A ■+■£?: B -i- D : : A'. B \ 

•t puisque le troisième rapport E : F est égal an premier A : B , 
on aura 

A+C : B + D:: E : F. 

Si on prend la somme des antécédens et celle des conséquent dans 
cette dernière proportion, il en résultera 

A -t- C -t- E : B + D + F : : E : F ou : : A : B. 

En suivant la même marche , quel que fût le nombre des rapports 
égaux , on aurait en dernier lieu : la somme dup nombre quel- 
conque d’antécédent est à la somme de leurs conséquent, comme 
un antécédent est a son conséquent , 

V- Lorsqu'on a deux proportions quelconques 

,. A: B :: C : D 

E : F:: G : H, 

et qu’on les multiplie par ordre, c’est-à-dire, terme à terme, lus 
produits forment une proportion où l’on a 

v AX E : B X F :: C X G :DX H. 

B X F D X H 


Cela est évident puisque les nouveaux rapports 


A x Ë’ C X G* 


seront respectivement les produits des rapports primitifs 


B I F 
A et Ë ’ 


qui sont éganx. 


D H 
10 *» C’ 

« _ . " 
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Si l’on multiplie la proportion 


par 

on aura (II) 


A . B : -. C : D 
A.B-..C.D, 
A ’ : B’ : : C* :D', 


S 

xxxvi) 


d’où il soit que les quarrés de quatre quantité en proportion for- 
ment une nouvelle proportion. 

En multipliant la proportion 


par 

un aura 


A' : B' : : C' : JF , 
A : B :: C: D , 

A 5 : B 3 : : C 3 : D\ 


s 


e’est-à-dire , que les cubes de quatre quantités en proportion for- 
ment une nouvelle proportion. 

( Les deux articles suivons se rapportent au n° 76). 

VI. On considère souvent des grandeurs décomposées en plusieurs 
parties, et on a besoin de les ajouter, de les soustraire , ou de les 
multiplier dans cet état, c’est-à-dire, de déterminer comment les 
résultats de ces opérations sont formés avec les parties des grandeurs 
proposées. Voici quelques règles à ce sujet : 

i°. Il est évident qne si l’on veut ajouter la grandeur B — C avec 
la grandeur A , il faut écrire A+B — C, pnisque ce n’est ni B ni C 
qu’on se propose d’ajouter avèc A, mais seulement l’excès de B 
sur C j 

Hl J-> jÿ 

d’ailleurs si l’on prend les droites MP, P N et ÇrVpourreprésenter 
les grandeurs A , B et C, on verra que 

PQ = P JY— QN, 

MP •+• PQ = MP + Piy— QJV. 

a 0 . Si de la grandeur^ on voulait ôter la grandeur B— C, il 
faudrait écrire A+C — B, ou ce qui est la même chose, A—B+C. 

En effet, la différence de deux grandeurs ne change pas lorsqu'on 
ajoute à chacune la même grandeur ; or si l’on ajoute C k 
P viendra B ; en faisant la même addition à la grandeur A, 

on obtient A- f- C, et la soustraction d# B , donne alors A-j- C— li ^ 
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* — i i i 

M P Q N 

La ligure ci-dessus confirme ce résultat; car ai on prend le» droitus 
* MN, PJY, PQ pour les grandeurs A , B, C, on a 

QJV=PJY- PQ, 

MN— QN= MQ = MP + PQ, 
et puisque MP — AIN — PN, il viendra 

MP+PQ=MN—PN+PQ, 

résultat qui répond à A — B + C. 

3 °. Leprodui de la grandeur A par la grandeur B 4 * C, est 
exprimé par AYB + AxC', car il doit renfermer autant de fois 
le nombre A qu’il y a d’unités dans la somme des nombres fl 
et C, et doit par conséquent être composé de A pris au tan lie 
fois qu’il y a d’unités dans B , plus de A pris autant de fois qu’il 
y «i d’unités dans C, ce qui s’écrit A Y. B + AYC. * 

4 °. Le produit de A par B — Ccst exprimé par Af(,B — AYC{ 
car si ou représente B — C par D , on aura visiblement B~D+C , 
et par conséquent AxB — AYD + AYC: on conclura de Ht , 
que AyD = A Y B — AxC, ce qui forme la proposition 
avancée ci-dessus, puisque DzzB— C. 

VII. Il suit de çc qui précède, que le quarté d’un nombre com- 
posé de deux parties , renferme le quart é de la première, deux 
fois le produit de la première par la seconde , et le quarré de 
la seconde. Le nombre i 3 , par exemple, étant envisagé comme 
égal à 9 -f* 4 » sou quarré 16g est composé 

du quarré de g, ou 8l ■ 
de a foisg X 4> ou 7? 
o< du quarré de 4, ou 16 

* Total 169 

Ponr prouver l’énoncé en général, il suffit d’observer que le pro- 
duit de A par B+C étant AyB + AxC, si l’on fait A— B+C, 
les produits partiels AYB et AxC deviendront BxB + BxC,c% 
BxC + Cx C; en les réunissant on obtiendra le résultat 

B xB + By C+ B x C+ C'Y C, 
qui peut s’écrire ainsi 

B* + *B X à+CP, 

ce qui donne le quarré de B+C, conforme à l'énoncé ci-dessus. 

On trouve d’une manière semblableqnc le quarré de la différence 
île deux grandeutt est composé du quarré de la première , moins 
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deux fois le produit de la première par la seconde , plus le 
quarré de la seconde. Le nombre g étant égal h 1 3 — <j> P ar exemple , 
son quarré 81 sera formé de t6g — a fois 4 X i 3 + >6 > ee qu’il est 
aisé de vérifier. 

La démonstration générale de la proposition ci-dessus se forme en 
faisant A = B — C, dans le produit de A par la différence B — C ; 
car ce produit étant exprimé par A%B — AyC, si l'on écrit 
d’abord B — C au lien de A , dans les produits AxB et A y, C, 
ils deviendront respectivement 

B y B— ByC et ByC—CxC, 

et pour retrancher le second du premier , il faudra , d’après l’ar- 
ticle VI écrire 

ByA— ByC— Byc+cyc, 

ee qui revient b 

B'-iByC+C-, 

et donne le quarré de B — C, conformément à l’énoncé ci-dessus. 

Les notions précédentes suffisent pour entendre les propositions 
nécessaires de la Géométrie , car on peut , dans le n° 1^1 , se borner 
h la solution graphique , et passer les numéros t 5 o, ( 56 , 157, qui 
ne servent qu’à calculer le rapport de la circonférence au diamètre, 
qu’on peut obtenir facilement en Trigonométrie, par les sinus elles 
tangentes des petits arcs. 

( Les articles ci-dessous , qui concernent Vévatualion de s 
mires et des volumes, autrement, le toisé des surfaces et des 
solides, se rapportent à la fin de la première partie et k 
celle de la seconde. ) 

VIII. Le rapprochement des expressions, ou formules , d’apres 
lesquelles se calculent les aires 

Du parallélogramme, n° 170, 

Du triangle, n« 1 71 , 

Du (rapèzc, n° 175, ^ 

Du cercle, n® 187, J 

Enfin du secteur circulaire , no 189, 
montre que la détermination de toutes ces aires ne dépend que 
d’un produit de deux facteurs , qu’on peut toujours regarder comme 
la base et la hauteur, c’est-à-dire les deux dimensions d’un rectangle- 
équivalent à l’aire cherchée. Quand ces facteurs sont exprimés en 
mesures décimales, leur multiplication s’effectue à l’ordinaire; mais 
la dénomination des unités du résultat demande quelques attentions. 

Soit pour exemple un rectangle 49 "*> 54 de base sur |S“' ,orj 
de hauteur; en multipliant ces deux nombres, on trouve 756 , 4758 -. 
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IAinité <lc ce nombre est le quarté ayant un mètre de côté, qu’on 
nomme aussi le mètre quarré ; les fractions décimales en sont tou- 
jours la dixième , la centième , la millième , etc. partie : la mesure 
ci-dessus pourrait donc s’énoncer ainsi : 766 mètres quarrés et 
47$8 dix-millièmes de mètre quarré; mais plus ordinairement on 
fait correspondre les subdivisions du mètre quarré avec celles du 
mètre linéaire, et alors on doit observer que 

Le mètre quarré contient 100 quarrés d’un décimètre de tôlé » 
•u cent décimètres quarrés , 

Le décimètre quarte contient cent quarrés d’un centimètre de 
côté, on 100 centimètres quarrés, et ainsi de suite. -, 

C'est donc les centièmes du mètre quarté qui expriment les dé- 
cimètres quarrés , les dix-millièmes qui expriment les centimètres 
quarrés , les millionièmes qui expriment les millimètres quarrés. 
D’après cela , Je nombre 756,4768 s’énonce 

706 mètres quarrés , 4 " décimètres quarrés , 58 centimètres quarrés. 

On juge par lh qu’il n’est pas permis de confondre le 10'"' du 
mètre quarre avec le décimètr e quarré. La première de ces subdi- 
visons ne saurait se représenter par un quarré dont les dimensions 
soient des nombres exacts , puisque l'unité n’en contient que 10, 
et; que to n’est pas un quarré parfait. 1 

On peut rapporter commodément le ro*"* dn mètre quarré 
& un rectangle de 1 mètre de base sur 1 décimètre de hauteur ; 
et il en est de même des fractions décimales qui suivent et qui 
désignent isolément des rectangles de 1 mètre de base sur 1 cen- 
timètre, 1 millimètre, etc. de hauteur. 

Ce n’est qu’en séparant les chiffres de deux en deux, h partir 
de la virgule , qu’on peut énoncer le nombre en mesures quarrées. 

Quand les chiffres décimaux sont ennoihbre impair, il faut écrire 
«n zéro h la droite, pour' que le dernier ordre de décimales soit 
rapporté à des mesure* quarrées. 

Le rectangle ^ant de base sur 4 " 1 *, 3 de hauteur, par 

exemple, a pour mesnreen mètres quarrés, 1 16,1. F.n mettant un zéro 
i la droite de ce nombre, il devient 116,10 et s’énonce 116 mètres 
quarrés et 10 décimètres quarrés. 

Ce que je viens de dire s’applique également aux divers ordres 
d’unités placés h la ganche de la virgule; et en observant que 
l’are étant un quarré de 10 mètres de côté, renferme cent mètres 
quarrés , que l’hectare renferme ccnt arcs , le nombre 37549 mètres 
quaTrés, par exemple, se décompose en 3 hectares, 75 arcs et 
mètres quarrés, on centiares. 


■y 

f 
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Il est & propos de fixer le sens de plusieurs expressions que 
Ton confond quelquefois. Que l’on dise un mètre quarré ou un 
mètre en quarré , cela revient an même, puisqu’il ne peut être 
question, dans les deux cas, que d'un qttarré ayant un mètre de 
côte' ; mais il faut soigneusement distinguer les espaces de to mètres 
qunrrés, et to mètres en quarré, par exemple; car l’un indique 
une aire équivalente à 10 quarrés d’un mètre de côté , et l’autre 
un seul quarré ayant to de mètres de côté, et comprenant par- 
conséquent loo mètres qnarrés. 

L’usage des mesures décimales simplifie considéralilement le* 
calculs du toisé. Avec les anciennes mesures, le premier moyen 
qni se présente est de convertir chacun des facteurs , dans les sub- 
divisions de la plus petite espèce qni sogt contenue dans les deux , 
afin que le résultat soit exprimé en mesures quarrées ayant cetto 
subdivision pour côté. S’il y a , par exemple , des ligues dans l’un 
des facteurs , il faut les réduire tous deux en lignes ; le produit sera 
des ligbes quarrées. Poùr remonter à des mesures plus grandes , 
on observera que 


le pouce quarré vaut ro X 13, ou i44 lignes quarrées; 
le pied quarré la X 13 , ou 1 44 P° uccs qunrrés; 

la toise quarrée 6 X 6 , ou 36 pieds quarrés ; 


et en divisant successivement par ces nombres, on traduira le ré- 
sultat en toises quarrées, pieds et pouces quarrés 

On sc servait peu de ce moyen, parce qu’il conduit opérer sur de 
trop grands nombres ; mais on faisait usage du procédé qui sert à 
effectuer la multiplication des nombres complexes. Que les deux 
dimensions h multiplier soient, par exemple, 


49 "> 5f‘ 7 »™ et 3a' 4' , ‘ 5'” 5 

si l’on choisit le premier pour multiplicande, on concevra d’abord 
un rectangle ayant 4 ü 7 f de base sur 1 de hauteur, et 
qui sera pnrronséqucnMlRui dont on cherche la mesure, comme 
i* J 3a' 4 r ‘ 5p° ( 166 ). Il sera permis en conséquence de regarder le 
multiplicateur 3a' 4'" 5r° comme un nombre abstrait : or un rec- 
tangle de 4g' 5)”' jt* de base sur l f de hauteur, se décompose dans 
les suivans : 


i». Un rectangle de 49 '°"" de base sur t* de hauteur, et con- 
tenant 49 toises qunirées ; 

a®. 5 rectangles ayant chacun ir* de base sur 1 ' de hauteur: ce» 
rectangles sc nomment toises-pieds ; il est risible qu’il en faut <> 
pour former la toise quarrée; 

3*. 7 rectangles de 1 pouce de base sur t' de hauteur : ces ree 
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tnngles se nomment toises-pouces ; il en faut évidemment 13 pour 
former la toise-pied. 

Eu continuant de même on arriverait , s’il y avait lieu , aux 
toises - lignes , toises-points , qui auraient entre elles et avec la 
toise quarréc , les mêmes rapports que les subdivisions linéaires 
qui leur servent de base. Les abréviations de ces mesures, en com- 
mençant par la toise quarrée , sont 

t. t . , t. pi. , t.po , t. I , t. pt. 

Cela posé , l’emploi des parties aliquotes , conformément aux règles 
«xjiosées h la fin du Traité élémentaire d' Arithmétique, donna 
l’opération suivante : 

49»-* 5'-^ 7*-p» 

3 a* 4 ? 5 P' , 

9 » ~ 

i 4 7 

Pour i'-r‘ 16 

î '■?* 5 a 

i ‘-ri 5 a 

Pour 6»-P» a 4 

i‘-T‘ y 8 

Pour 3 r J a 4 5 9 6*- 1 • 

î r‘ 8 r ri a 

• Pour 4 ’’° a 4 7 8 8' r'- 

i r° 4 i il a 

Produit total i 634 '-‘ vT* â**» 3 '-' io > r>- 

Excepté la première partie de ce résultat qui est en toises qaar- 
rées, les antres sont des rectangles; mais leur conversion en pieds 
quarrés, poui»s quarrés, etc. est facile; car 

la toise-pied vaut 6 r‘ X U"', ou 6 pieds quarrés; 

\*.ft ... 

la toise-pouce TT' ou * P ,c “ ou 7 a pouces quarrés; 


ta toise-ligne 


ta 

,I . F 0 

, ou 6 pouces 

■ r.l 


atm, 0 
(jnnfn ‘ 


la toise-point ou J pouce quarré, ou ça lignes quarrees. 

En multipliant donc respectivement par 6 , | , 6 , J , les toises-pied* , 
toises-pouces, toises-lignes et toises-points , du produit obtenu ci- 
,1 ess ns , on trouve t 634 toises quarrees , 19 pieds quarrés , et 

a3 pouces quarrés. v ’ 

La toise quarréc et ses parties ne servaient qu’à la mesure des 
petites aires; les ehârops s’évaluaient en perches et en arpens; ce* 
dernières mesure* ont varié saivanl le temps et les lieux. On trouva 
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dans le» table» de l’Arithmétique, deux sortes d’arpero comparés 
avec les nouvelles mesures agraires , savoir, l’arpent des Eaux et 
Forêts, et V arpent de Paris. L’un et l’autre étaient composés 
de roo percbesj la perche, qu’on aurait dû nommer perche quarrc'e, • 
était un quarré qui , dans l’arpent Aes Eaux et Forêts , avait a pieds 
de côté, et seulement >8 dans celui de Paris. Le rapport des per- 
ches, le même que celui des deux arpens , est celui des quarrés des 
nombres aaet 18, c’est-à-dire de 484 b 3 a 4 > qui revient à peu près 
au rapport de 3 à a. 

La perche de Paris ayant 18 pieds, ou 3 toises, de côté, conte- 
nait g toises quarrées; et l’arpent du même lieu, contenant exac- 
tement 900 toises quarrées, était plus commode que l'autre; mais 
toutes ces mesures sont bien inférieurés aux mesures décimales , 
dans lesquelles on les transformera facilement, au moyen des tables 
citées : et d’ailleurs , en convertissant en mètres et parties déci- 
males du mètre , !« dimensions de la mesure proposée , leur pro- 
duit donnerait le rapport de cette mesure , au mètre quatre. 

Il n’est question dans ces Éléraens , que des figures ' terminées 
par des lignes droites , ou par des circonférences de cercle ; mais 
les formules citées au commencement de cet article , servent aussi 
dans la plupart des cas de la pratique , au toisé des aires enve- 
loppées par des lignes courbes , paree qu’en partageant ces lignes 
courbes en petites portions, sensiblement droites, on ramène la 
ligure proposée à un polygone rectiligne. 

IX. Les expressions des volumes du prisme, n» aGo, 

de la pyramide n® afia , 

du prisme triangulaire tronqué, n° a 65 , 

du cône n» ay 5 , 

du cylindre. n° a 83 , 

et de la splière n* s 3 o 4 — 3 o 6 , 

étant tontes composées du produit d’une aire par une hauteur, dé- 
pendent nécessairement d’un produit de trois facteurs, puisque l’aire 
cil contient deux ; et ce produit revient à l’expression d’un paral- 
lélépipède rectangle ( i 5 ^ ) équivalent au corps proposé. C’est dans 
ce sens qu’on dit qu’un 1 volume quelconque est le produit de 
3 dimensions. Leur multiplication se fait à l’ordinaire , quand 
elles snntcxprimées en mesures décimales ; et le résultatest composé 
d'un nombre entier et de parties décimales de cubes ayant pour côté 
l’unité linéaire. 

Je prends pour exemple un parallélépipède rectangle , dont le» 
flimensions sont 49“^,54 , i 5“^,37 , et 8 "'', 5 ; le produit (> 43 o,o$j 3 
de ces nombres, fait voir que le parallélépipède proposé contient 
cubes de 1 mètre de côté, et 4P dix-millièmes de ce cube. 
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Les décimales énoncées ci-dessus ne som rapporte'es qn’k l’unit* 
principale , qui est le cube d’un mètre de côté , et qu’on nomme 
aussi mètre cube < si on veut les décomposer en parties qui soient 
les cubes des parties décimales de l’unité linéaire, il faut remar- 
quer que 

Le mètre cube contient . . . to x 10 x to , on 1000 dccimèt. cubes.- 
Le décimètre cube joxîox to, ou tooo centimèt. cubes, 

st ainsi des autres; que par conséquent ce sont les millièmes, et les 
millionièmes du mètre cube , qui expriment les décimètres cubes, 
«tles centimètres cubes; et en général, les décimales prises de 3 en 3 
qui répondent \ des mesures cubiques. 

i Le résultat 6 j 3 o,o 443 ne renfermant pas un nombre de chiffre* 
décimaux qui soit multiple de 3 , il faut y suppléer par des zéros, 
et l'écrire ainsi : 

G.{ 3 o , o 443 oo. - 

De cette manière, on l’énonce, en disant: ^ 

G 43 o mètres cubes , 44 décimètres cubes et 3 oo centimètres cube*. 
Il est inutile d’entrer dans de plus grands détails sur ce sujet; 
car il sera beaucoup plus commode de s’en tenir à la première 
énonciation , pourvu qu’on ait soin de ne pas confondre le 10 e , 
le 100 e , etc. du mètre cube, avec le décimètre, le centimètre, etc. 
«ubcs. Les premiers sc rapportent h d«* parallélépipèdes rectangles, 
ayant tous pour base le mètre quarré, et pour hauteur 1 décimètre, 

1 centimètre, etc. 

Quand , avec les anciennes mesures , on ne voulait opérer qne 
sur des nombres entiers , on convertissait chacun des facteurs du 
volume cherché, dans les subdivisions de la plus petite espèce qu’il 
y eût dans les trois; le produit sc trouvait exprimé en cubes ayant 
«ette subdivision pour côté ; en lignes cube*, par exemple , si les fac- 
teurs étaient convertis en lignes. On parvenait ensuite à des mesnres 
plus grandes, en observant que 

le pouce cube vaut ta x ta x ta, ou 1728 lignes cubes; 

le pied cube 1728 pouces cubes; 

la toise cube 6 x G x G, ou a 16 pieds cubes. 

et eu divisant, tant que cela était possible, par ces nombres. 

Le plus ordinairement on laissait les facteurs sous leurs formes 
de nombres complexes. En mullipliantdeux des facteurs entre eux, on 
calculait d’abord, en toises quarrées, toiscs-pieds, toises-pouces, etc. , 
Paire qui devait servir de base au volume cherché ( considéré comme, 
celui d’un parallélépipède rectangle), puis on regardait celle aire 
comme la base d’un parallélépipède rectangle ayaut 1 toise de hau- 
teur, et étant parconséoncnt au corps chcrdié, comme l’unité est 
au troisième facteur , qui alors pouvait ctro regardé comme un 
ttpmbre abstrait. II est. visible que , 

t”. 1 toise quarrée d« base sur 1 toise de hauteur forme ni» 
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cube d’une toise de côte , ou une toise cube ; 

ao. i toise-pied, c’cst-.Vdire un rectangle de i ttrtse de lonj sur 
un pied de large, étant pris pour base d’un parallélépipède rectangle 
de i toise de hauteur , ce parallélépipède a deux arêtes contiguës de 
i toise , et peut aussi être envisagé comme ayant ! toise quarrée 
de base sur i pied de hadt j on lui donne pour celte raison le nom 
de toise-toise-pied ; ce qui s’écrit t. t. pi il en faut 6 pour former 
latoise-eube ; 

3*. i toise-pouce sur t toise de hauteur, forme de même tm 
parallélépipède de i toise quartée de base sur I pouce de haut, 
qu’on nomme toise-toise-pouce , qui s’indique par t. t. po. ; il en 
faut il pour former la toise-toise-pied ; 

4°- La même progression fournit ensuite des loises-to ises-lignes^ 
un t. t. I. , toises-toises-points , ou f. t. pt. 

Le volume du parallélépipède de i toise de haut , se trouve ainsi 
exprimé par un nombre qui se rapporte à des subdivisions assez 
simples; et il ne s'agit plus que de multiplier, à l’aide des partie* 
aiiquotes, ce nombre par la hauteur du parallélépipède proposé. 

Voici pour exemple le parallélépipède rectangle, dont les dimen- 
sions sont 

4g' 5p‘ rpo , 3a* 4 ri 5 f® , et 5' a p‘ iop°. 

Les deux premières déjà employées dans l’article VIII (pagexlij), 
donnent pour produit - 

i634'-' 3'P‘ a •■!"> 3'-' io'-V'. 

Un parallélépipède construit sur cette base et snr une toise de 
hauteur, contiendrait 

i634'-'-' 3 a '-‘-po 3'-'- < io'-'-v'; 
multipliant ce nombre par 5' aP‘ ioP a , hauteur du parallélépipède 
proposé, on aura le volume de ce dernier. 


i634'-'-' 

3'*' P* 


3 it.t 

10 

5' 

«j pi 

IO po 



» 8170 
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4 
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An lieu de on peut ajouter une unité aux toises-toiscs-poinlln 
Dana la pratique, on a rarement besoin de pousser les calcul» 
jusqu'aux dernières subdivisions, comme je l'ai fait ci-dessus , parce- 
que leur valeur est presque nulle ; et quand il ne s'agit que de 
déterminer le prix d’an ouvrage , la forme de ces subdivisions est 
la plus commode j cependant on les réduit quelquefois en mesures 
«ubiques, et pour cela, il suffit d’observer qtic 

la toise cnbe contenant aiG pieds cubes , 
la toise-toise-pied en contient , ou 36, 


la toisc-toise-pouce ■. .. J*, ou 3 , 

la toise-toise-ligne ^ , ou J , ou 43a pouces cubes, 

• ( puisque le pied cube contient 1 738 pouces cubes ) , 

la toise-toise-point . ... * ou 3& pouces cubes. 


En conséquence, on multiplie respectivement par les nombres 
36, 3, j, 36, les divers nombres des subdivisions indiquées ci- 
dessus, avec l’attention de multiplier par 43a le reste des toises- 
toiscs-ligncs , si la division par 4 en laissait un, de compter le pro* 
duitponr des pouces cubes, et de l’ajouter b ce que donneront les 
toiscs-toises-poinis. Le nombre 

8g44' -, ‘'' 3 ' '-ri- 1 **<•/>•• tf 
trouve’ cl-dcssus, devient 

8q 44 toises cubes, ri3 pieds cubes, 144 ponces cubes. 

L’usage des charpentiers était de (Mesurer les bois , non h la toise 
cube , mais îi la salive , qu’ils établissaient de 6 pouces il'cquar- 
Tissage sur la pieds de longueur, c'est-à-dire formant un parallé- 
lépipède rectangle, dont la base était un quarré de 6 pouces de côté , 
et la hauteur 12 pieds. Cette base ayant J pied de côté, contient | 
de pied quarré; et en multipliant par la hanteur la, on trouve 
3 pieds cubes pour le volume de la solive. Ce volume. , pris pour 
unité, était divisé en 6 parties appelées pieds de salive, dont chacune 
valait par conséquent A pied cube, ou 864 pouces cubes. Le pied 
de solive se divisait encore en 13 parties appelées pouces de so- 
live , «contenant par conséquent chacune 7 a pouces cubes. 

On voit que les divisions de la solive suivaient la même loi que 
celles de la toise cube en toiscs-toiscs-pieds, etc. ; et la solive entière 
étant de 3 pieds cubes , se trouve la 7 a' partie de la toise cube. 
On peut doue , en le multipliant par 7 a , convertir' uir nombre 
de toises cubes , toises-toisci-pieds , etc. en solives et parties de 
solives ; par ce moyen , le taise des bais rentrait dans les règles 
du toisé général b trois dimensions. Il n’était pas difficile non plus 


« 
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Je se former Jes règles particulières pour obtenir immédiatement 
le résultat du toisé en solives. . 

Mais combien l’uniformité des mesures nouvelles , qui ramène 
tout an mètre cube, ou stère, et leur subdivision décimale, qui 
rend toutes les opérations semblables à celles qui s'effectuent sfir 
les nombres entiers, sont préférables à ces divers procédés, quel- 
qu’ingénieux qu’ils puissent paraître. En les mettant ici sous les 
yeux du lecteur , en comparaison avec les calculs décimaux , j’ai 
eu principalement pour but de rendre plus frappant l’immense 
avantage de ceux-ci ; avantage dont il faut espérer que sera con- 
vaincue la génération future, si son éducation est bien dirigée sur 
*e point ; car tant que les ouvriers ne se déferont pas du pied et t 
de la toise, qn’ils portent avec eux, qu’ils s’en serviront pour 
prendre leurs mesures, et qu’après avoir fart le calcul suivant ces 
mesures, ils auront encore , pour se conformer à la loi, à convertir 
les anciennes mesures en nouvelles , il est impossible qu’ils voient 
dans le système métrique décimal , autre chose qu’une innovation 
importune. EnGn , il faudrait que tous ceux qui ont des nombre* 

It prescrire, soit comme administrateurs, soit comme ingénieurs, 
choisissent , autant que cela se peut , des nombres ronds , en nou- 
velles mesures, comme on le faisait dans 1rs anciennes. 

Les conversions d’on système dans l’autre , devenant de plu» 
en plus rares , s'effectueraient sans peine par les tables dressée» 
depuis long-temps pour cela; et qnand on n’anraitpas ces table» 
sous la main , on y suppléerait en calculant, par scs dimension* 
exprimées en nouvelles mesures , la valeur du volume que l’on 
veut exprimer par ces mesures. C’est ainsi qu’en formant le cube 
du nombre décimal qui exprime la toise par le mètre, on aurait* 
le rapport de la toise cube au mètre cube. 

Le bois de chauffage se mesnre en le rangeant dans un clilssi» 
ou membrure ; et le tas prend la forme d’un parallélépipède rec- 
tangle qni a pour base l’aire de cette membrure, et pour hauteur 
la longueur des bûches. La membrure qui déterminait l’ancienne 
corde, avait 8 pieds de long sur 4 pieds de haut, et par con- 
séquent 3a pieds quarrés de surface. La longueur des bûches étant 
de 4 pieds, la corde de boi*,contenait ta8 pieds cubes; et par ce 
nombre , on en calculerait sans peine le rapport avec le mètre cube 
on stère. , 

Quand les mesures ne sont pas des parallélépipèdes , mais des 
cylindres, comme l’étaient les litrons, les boisseaux, comme le 
sont les litres, leur volume se calcula au moyen des expressions 
propres 1 estte forme de sorps. 
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r Dans la forme de raisonnement adoptée pour ^exposition des Elc- 
mens de Géométrie , 

Un axidme est une vérité évidente par elle-même , 

Un théorème, une proposition à démontrer. 

Un corollaire, une conséqucnccd’uneproposition déjà démontrée, 

Un problème , une question h résoudre. 

Une proposition qui ne sert que de préparation à une autre, se 
nomme aussi lemme , 

Et l’on donne anx remarques le nom de scholies. 

Il est à propos d’observer qu’un théorème renferme deux parties , 
savoir : l’ hypothèse , et la conclusion qui en est la conséquence. J] 
n’est pas toujours possible de renverser l’énoncé ; c’est-à-dire qn’cn 
prenant la conclusion pour hypothèse, on n’a pas toujours pour con- 
clusion nécessaire l’hypothèse primitive ; et cela, parce que la con- 
clusion primitive convient quelquefois à un plus grand nombre de 

casque l’hypothèse : de là vient la nécessité de démontrer les propo- 
sitions inverses , lorsqu’on veut en faite usage. 
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GÉOMÉTRIE. 


Notions générales sur VEtendue. 

> • L’ espace que les corps occupent a nécessairement 
trois dimensions , que l’on désigne par les noms de lon- 
gueur, largeur et profondeur, ou épaisseur. • 

Un corps ne peut être privé de l’une de ces dimensions 
sans cesser d’exister ; mais il n’est distinct de l’espace 
indéfini quéparce qu’il est terminé , ou qu’il a des limites 
sans lesquelles il ne saurait être conçu. Ces limites, qui 
tombent sous nos sens et qui n’ont point d’épaisseur, sont 
des surfaces. 

Quand un corps présente plusieurs faces , chacuns 
a , dans le lieu où elle se joint à une autre , ses limites, 
qui n’ont ni épaisseur, ni largeur , et qu’on nomme 
lignes. 

Enfin ces dernières ont elles-mêtnes, aux endroits où 
elles se rencontrent , leurs limites ou leurs extrémités, 
qui n’ont ni épaisseur, ni largeur, ui longueur, et qui 
s’appellent points. 

Géométrie. 7* édition. A 
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L’existence de ces diverses espèces de limites ne peut 
être révoquée en doute , puisque ce n’est que par leur 
moyen que nous jugeons de la figure des corps. Nous 
les considérons , par la pensée , chacune en particulier , 
en faisant abstraction d’une ou de deux des dimensions 
du corps , qui d’ailleurs ne sauraient être anéanties -, car 
comme nous ne pouvons que modi§er les formes de la 
matière , nos opérations s’effectuent toujours sur des 
corps, et jamais sur des surfaces, des lignes ou des 
points : mais leur résultat s’éloigne d'autant moins de 
celui du raisonnement , que nous apportons plus de soin 
à diminuer les dimensions étrangères à celles de la limite 
que nous avons considérée sur le corps. Par le raisonne- 
ment , nous atteignons cette limite -, par le calcul , nous 
pouvons en approcher indéfiniment , tandis que l’exac- 
titude des opérations mécaniques trouve ses bornes dans < 
l’impèïfection inévitable des instrumèns. 

a. Parmi les lignes , celle qui s’offre la première est 
la ligne' droite, dont on donne une idée nette dès qu’on 
énonce que c’est le plus court chemin pour aller d’un 
point à lyi autre. 

Dans cette idée se trouve aussi comprise la possibilité 
de prolonger la ligne droite indéfiniment. au-delà de 
chacun des termes qu’on lui a d’abord assignés , et l’im- 
possibilité de le faire de plusieurs manières. 

Il est évident qu’il n’y a qu’une seule ligne droite : 
toute ligne qui n’est pas droite ou composée de plusieurs 
lignes droites , est courbe ; et l’on sent qu’il doit y avoir 
un nombre infini de lignes courbes. 

Parmi les différentes surfaces qui terminent les corps , 
on remarque d’abord le plan ou la surface plane , qui 
diffère de toute autre , en ce qu’on peut y appliquer 
exactement , ou y tracer une ligne droite . dans tous les 
sens ; il ne peut y avoir qu’une seule espèce de plan. 


Digilized by Google 


DE GÉOMÉTRIE. 3 

Tonte surface qui n’est pas plane ou composée de 
plusieurs plans , est courbe ; et le nombre dès surfaces 
courbes est iniini. 

! 1 

J’exposerai successivement les propriétés les plus 
remarquables des lignes, des surfaces et des corpS, en 
me bornant à celles qu’il est indispensablement néces- 
saire de connaître pour étudier avec fruit les diverses 
branches des mathématiques pures et appliquées. 

' PREMIÈRE PARTIE. 

SECTION PREMIÈRE. 

♦ 

Des propriétés des lignes droites et circulaires. 

JV. B. Pour tonte cette première partie , les lignes représentées 
«tans les figures sont situées sur un même plan. 

Définitions et notions préliminaires. 

3. On ne considère , dans les éîémens de Géométrie , 
que deux espèces de lignes , savoir : la ligne droite , ou 
simplement la droite , qui est le plus cqurt chemin pour 
aller d’un point à un autre , et la circonférence du cercle , 
ou la ligne circulaire , dont tous les points , situés sur le 
mêmfc plan , sont également éloignés d’un autre point pris 
dans ce plan , et qu’on nomme le centre. 

AB ,fg. est une droite. Il est évident (a) que FIG. u 
rien ne s’oppose à ce qu’on prolonge indéfiniment la 
droite AB en-deçà du point A et au-delà du point B , et 
qu’elle sera déterminée par deux autres quelconques de 
ses points, C et D, aussi bien que par les points A et B ; 

A a 
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•c’est-à-dire , que si l’on proposait de joindre par utte 

droite les points C et D, le trait passerait sur la ligne AB. 

FIG- a; AB CD ,fig. 2 , est une circonférence de cercle dont 
le centre est en O. Les droites A O , BO, CO , qui me- 
surent la distance des points quelconques A, B , C, de 
cette dernière ligne au centre O, et qui sont toutes égales, 
se nomment les rayons du cercle; une partie quel- 
conque de sa circonférence se nomme arc: enfin l’on en- 
tend par le cercle la portion du plan terminée de toutes 
parts par la ligne circulaire. 

Il est visible que , pour trouver tous les points qui sont 
à une distance dopnée ao du point O , il suffit de décrire 
de ce point , comme centre , et avec un rayon égal à 
a o , une circonférence de cercle. 

Cela posé, je considérerai d’abord le#ügnes droites. 

4 . Mesurer la distance de deux points ou la longueur 
d’une droite , c’est chercher combien de fois cette droite 
1 en contient une autre , prise pour unité , ce qui se fait en 

portant la seconde sur la première , autant qu’il" est pos- 
sible; et si l’on trouve un reste , il faut tâcher d’évaluer 
ce reste en fraction de la seconde ou de l’unité. 

En général , mesurer une ligna par une autre , c’est 
chercher le rapport de ces deux lignes , ou chercher s’il 
n’y a pas une ligne plus petite qui soit contenue un nom- 
bre exact de fois dans l’une et dans l’autre , et qui par 
" conséquent soit la commune mesure de toutes deux. 
Cette recherche est donc, par rapport aux lignes, ce. 
qu’est celle du commun diviseur à l’égard des nombres. 

5. Problème. Deux droites étant données, trouver 
leur commune mesure , ou au moins le rapport appro- 
ché de l’une à l'autre. 

flG.b Solution. Soient AB et CD,fig. 3, cesdeux droites : 
on portera la plus petite CD sur la plus grande, autant 
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qu’elle pourra y être contenue ; on trouvera quelle y est 
trois fois depuis A jusqu’en E, avec un reste EB ; en- 
sorte que l’on aura 

AB = 3 CD + ÉB. 

On portera ensuite sur CD le reste E B , qui s’y trouvera 
contenu quatre fois avec un second reste FD , ce qui 
donnera 

CD — 4EB + FD. 

On portera ce second reste sur EB ; et comme il sera 
contenu une fois de E en G, avec un troisième reste GB , 
on aura EB = FD -f - G B. 

Enfin G B étant porté sur FD, et s’y trouvant. trois fois, 
il viendra, pour dernier résultat,. 

FD — 3 GB. 

En remontait de là valeur de FD à celle de FF, de 
celle-ci à celle de CD, et de cette dernière à celle de 
AB , on trouvera successivement 

FD—BGB, EB—4GB,. CD=i 9 GB, AB~6i GB : 

d'où on voit que le dernier reste GB est la commune 
mesure des droites AB et CD ; et pùisqu’il est 61 fois 
dans la première , et 19 'fois dans la secondef il s’ensuit 
que ces droites sont entre elles dans le rapport de 6 1 à 1 9 . 

Rien ne doit être plus facile maintenant que d’appli- 
quer ce procédé à tout autre exemple. La comparaison 
des restes successifs doit être poussée jusqu’à ce qu’on 
en trouve un qui soit contenu un nombre exact de foi» 
dans gslui qui le précède , ou qui soit tel , que le reste 
qu’il pourrait laisser dans cette opération échappe aux. 
«ens par sa petitesse. C’est ainsi qu’on parviendra tou- 
jours à un résultat au moins approché. % 

6. Il est évident qu’une droite n’en peut rencontrer 
une autre qH’en un seul point ( 3 )'. 

A. 3 . 


/ 
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l'IG. 4- 7- L’espace indéfini B A C,fig. 4 , compris entre de»* 
droites qui se coupent en un point A , et que l’on peut 
concevoir prolongées autant qu’on le Voudra , se nomme 
angle. Quoique cet espace ne soitpas fermé du côté B C, 
il est néanmoins bien distingué du reste du plan, par 
les limites AB et A C. Deux angles peuvent différer entre 
eux à cet égard ; la droite A D , par exemple, fait évi- 
demment, avec AB , un angle plus grand que celui que 
font entre elles les droites AB et" AC. 

* * 0 

On désigne ordinairement un angle par trois lettres , 
en mettânt au milieu celle qui occupe le point où les 
deux lignes se coupent » point qu on nomme sommet de 
l’angle. L’angle formé par les droites A B et AC , est 
l’angle BAC. Quand il n’y a qu’un seul angle dans un 
point , comme en a , par exemple , on peut ne mettra 

que la lettre du sommet , et dire l’angle a. 

• 

8. Deux angles sont égaux lorsqu’étant posés l’un sur 
l’autre , ils se recouvrent parfaitement. L’angle bac sera 
égal à l'angle BAC , si , la droite a b étant posée sur 
AB y de manière que le point a soit sur le point A , 
l’autre droite ac tombe sur A C. Il n’est pas nécessaire , 
pour que l’égalité ait lieu , que les longueurs des lignes 
AB et ab, AC et ac, soient respectivement égales ; car 
on sent parfaitement que si dans les portions Ab et Ac 
de leurs longueurs , les droites AB et AC se confondent 
avec les droites ab et ac ; il en sera de même dans tout 
le teste , lorsqu’on prolongera celles-ci d’une quantité 
suffisante. 

g. La position respective de deux droites dépend de 
l’angle qu'elles font entre elles. Parmi toutes les situa- 
tions qu’une drcpte peut avoir àl’égard d’une autre qu’elle 
rencontre , la plus remarquable est la situation perpendi- 
çulaire. C’est par ce mot que l’on désigne le cas où une 
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droite A C,Jig. 5 , tombant sur une autre AB, fait, avec FIG. 5. 
cette dernière , prolongée au-delà du point A en AD , 
deux angles BAC et DAC égaux entre eux : c’est-à-dire ; 
qu alors si on plie la figure le long de la ligne AC, la 
portion AB de la droite BD doit se coucher sur l’autre 
portion AD. 

Il est évident que , dans ce cas , la droite AC ne 
penche ni vers A , ni vers B. 

Les angles BAC et CA D sont nommés angles droits. 

Tout angle moindre qu’un droit se nomme angle aigu. 

L’angle B A JE est un angle aigu. 

Tout angle plus grand qu'un droit se nomme angle 
obtus. L’angle B A F est un angle obtus. * 

Il est visible qu’un angle droit doit en couvrir un 
autre; que l’angle droit A' B' D r , fig. S, par exemple, FIG. 6. 
étant placé sur l’angle droit ABD , doit le couvrir exac- 
tement. En effet, si l’on prend AB = A' B' , et qu’oq 
porte ensuite la figure A'CU sur ACD , en faisant 
coïncider les points A et Bf , avec les points A et B , 
les droites AC et A' C se couvriront parfaitement, puis- 
qu’on n’en peut mener qu’une seule entre deux point* 
donnés ; et si la ligne B'D' ne tombait pas alors sur 
B D , mais prenait une position Bd, les angles A'B' D' , 

V B' C , représentés par A B fl, dB C , ne seraient pas 
égaux, et ne seraient par conséquent pas droits. 

10 . On voit, à l’inspection seule de la figure 5 , que FIG. S. 
la somme de tous les angles BAE, EAC , CAF, F AD, 
qu’on peut faire du même côté d’une droite et autour 

d’un de ses points pris pour sommet , équivaut toujours 
à deux droits , en quelque nombre que soient ce§ 
angles. 

11 . Lorsqu’une droite AE tombe sur une autru 
droite prolongée de part et d’autre du point de reacon- 

M 
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tre , elle fait , avec cette autre , deux angles EAB et 

EAD, qui, réunis ensemble , valent deux droits. 

FIG. 7. Deux droites BD et E F,Jig. 7, qui se coupent, étant 

prolongées au-delà de leur ^xoint de rencontre A , for- 
ment autour de ce point quatfe angles qui sont opposés 
parle sommet deux à deux, savoir : EAB à F AD, EAD 
à F AB. 

12. Théorème. Les angles opposés par le sommet que 
forment deux droites en se coupant, sont égaux. 

Démonstration. En effet, il résulte du numéro précé- 
dent, que la somme des angles BAE et DAE , placés 
du même côté de la droite DB , est égale à deux droits, 
et que celle des angles DAE et DA F, placés du même 
côte de la droite EF, est aussi égale à deux droits : d’où 
il suit que les angles B A 2 ? et DAE réunis , équivalent 
aux angles D AE et D^A F réunis. Retranchant de part 
et d’autre l’angle commun DAE, il restera l’angle BAE, 
«égal à l’angle DAF, qiîi lui est opposé par le sommet. 

On démontrerait de même que l’angle DAE est égal 
à B AF. 

I 

1 3 . Corollaire » Il suit de la proposition précédente , 
FIG.8. que si l’on continue au-dessous de AB ,jig. 8, la droite 

A C, qui fait avec D B deux angles droits, CAB et CAD, 
son prolongement AE fêta encore , de l’autre côté de 
AB, deux angles droits, BAE et DAE , puisque ces 
: angles, étant opposés par le sommet aux angles CAD 
et CAB, qui sont supposés droits , seront eux-mêmes 
droits (9). 

Il résulte encore de là que CE étant perpendiculaire 

sur D B , D B l’est aussi sur CE. ' t • 

* 

Si maintenant on mène par le point A tant de droites 
FG, HJ , etc. qu’on voudra, il est visible que la somme 
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de tous les angles B AF , FAC , CAH , HAD , DAG 
ÇAE, EAI, IAB , que ces droites feront entre elles, 
ne composera jamais que quatre angles droits. 

14. On ne peut enfermer un espace par un nombre 
de droites moindre que trois. Cet espace se nomme 
triangle. Les lignes qui le terminent se coupent deux à 
deux, et forment trois angles : ABC , Jig. 9 , est un Fit». 9. 
triangle dont les côtés sont AB , AC, B C\ et les 

trois angles sont A, B , C. 

Les premières propriétés du triangle servant de basa 
à tout ce qui regarde la situation respective des droites, 
il convient de les faire connaître avant d aller plus loin. 

1 5 . Remarques. Puisque la ligne droite A B , est 
le plus court chemin pour aller du point A au point 

B, il s’ensuit que la somme des deux autres côtés A Cq • 
et B C du triangle ABC, surpasse A B \ e t l’on verra 
de même que la somme de deux côtés quelconques d’un 
triangle surpasse toujours le troisième; 

Mais si l’on prend dans l’intérieur d’un triangle ABC, 
un point quelconque E , et qu’on tire les droites AE et 
EB , la somme de ces droites sera moindre que celle 
des droites AC et B C qui les enveloppent. En efFet, si 
l’on tire par le point E une droite GF , qui coupe en 
même temps' les deux droites AC et BC , on aura 
GF<GC + CF ; 

d’où il suit que le contour AGF B sera moindre que la 
somme des droites AC et CB. Par la même raison , 

AE < AG+GE , EB <EF+FB\ 
donc AE+EB<AG+GE+EF+FB, 
eu plus petit que le contour AG F B , et par conséquent 
a plus forte raison plu 3 petit que la somme des droite* 

AC et BC. 

On distingue six choies dgns un triangle, savoir trois 
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angles et trois côtés. Il y a entre ces six choses des rela- 
tions nécessaires qui sont contenues dans les propositions 
suivantes. 


16. Théorème. Lorsque deux triangles ont un angle 
égal compris entre deux côtés égaux, chacun à chacun, 
ils sont égaux dans toutes les autres parties. 


riG. 10. Si l’angle C du triangle ABC,Jig. 1 o, est égal à l’angle 
C du triangle A' B' C , et que les côtés AC et BC , qui 
comprennent le premier de ces angles , soient respecti- 
vement égaux aux côtés A' C et B 1 C , qui comprennent 
le second, le triangle AB C sera égal au triangle A B' C 
dans toutes ses autres parties ; c^est-à-dire que l’angle A 
sera égal à l’angle A' , l’angle B à l’angle B', et le côté 
, AB au côté A' B'. 


Démonstration. Si l’on porte le triangle A OB' sur 
le triangle AC B , de manière que le côté A’C tombe 
sur AC , en mettant le point C sur le point C, le point 
A' se trouvera sur le point A, puisque AC —AC‘, de 
plus, les angles ACBetAC'B', étant égaux parl’hypo- 
thèse,se couvriront exactement, et le côté C B‘ tombera 
par conséquent sur le côté C B : enfin le point B' tombera 
sur le point B, puisque CB-=.C B' . La droite A B 1 
ayant ses deux extrériiités sur celles de la droite AB, se 
confondra avec elle; le triangle AC B' couvrira donc 
exactement le triangle ACB , et lui sera parfaitement 
égal. 


Il est important de remarquer que les côtés égaux , ou 
ceux qui se couvrent lorsque les deux figures sont posées 
l’une sur l’autre , se trouvent opposés à des angles égaux 
dans chacun des triangles ; ainsi , A' B', qui se confond 
avec AB , est opposé à l’angle C égal à l’angle C. Il e» 
est de même dans les propositions suivantes* „ 
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17. Corollaire. Un triangle est entièrement déterminé 
par l’un de ses angles et les deux côtés qui le com- 
prennent, puisque quand deux triangles sont égaux 
dans ces parties , ils le sont dans toutes les autres. On 
peut encore se convaincre de cette vérité , en observant 
que lorsque l'angle C est donné , la situation respective 
des côtés AC et CB l’est aussi ; et si l’on a de plus leur 
longueur, qui fixe les points A et B , on ne peut joindre 
ces points que par la seule droite A B , et on n’obtient 
ainsi que le seul triangle ABC. 

18. Théorème. Lorsque deux triangles ont, chacun à 
chacun , un côté égal adjacent à deux angles égaux, ces 
triangles sont parfaitement égaux. 

Si le côté AB du triangle ABC est égal au côté A' B' 
du triangle ABC, et que les angles CAB et CB A du 
premier triangle soient respectivement égaux aux angles 
CA' B' et C B 1 A' du second , ces deux triangles seront 
égaux en tout. ' > 

l 1 

' Démonstration. Pour reconnaître la vérité de cette 
proposition , il faut concevoir que le triangle A' B' C soit 
posé sur le triangle ABC , de manière que le côté A' B' 
soit placé sur son égal A B , savoir : le point A’ sur le 
point A, et le point B', sur le point B. Il suit de l’égalité 
des anglfcs CAB et C A' B' , que le côté A' C doit tom- 
ber dans la direction du côté AC ; de même les angles 
CB A et C B' A' étant égaux, le côté CB' tombera dans 
la direction de CB , et le point C, commun aux deux 
côtés C A' et CB', se trouvera par conséquent sur le 
point C , commun aux deux côtés CA et CB: les deux 
triangles se couvriront parfaitement , et seront donc 
égaux dans toutes leurs parties. 

j 9. Théorème. £i les côtés ab et bç du triangle abc. 
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l’IG. ii. Jîg. ii , sont respectivement égaux aux côtés AB et BC 
du triangle ABC , et que l’angle b, cdhiprrs entre les 
deux premiers , soit moindre que l’angle B , compris 
entre les deux derniers, le côté ac , opposé à l’angle b 
dans le triangle abc , sera moindre que le côté AC , 
opposé à l’angle B dans le triangle ABC. 

Démonstration. En effet , lorsqu’on place le triangle 
nie sur le triangle AB C, en posant ab sur AB, le 
‘point c ne peut prendre que les trois positions représen- 
tées en C dans les numéros i , 2 et 3 de la figure. 

Par la première , dans laquelle il tombe surie côté 
AC , il est évident que A C, qui représente ac , est 
moindre que A C. 

Par la seconde , qui suppose le point C au-dedans du 
• triangle AB C , on aurait 

AC + BC <AC+BC( i5). 

d’où il résulterait encore 

AC ou ac<^AC, 

puisque B C, qui représente bc, est égal à B C par 
l’hypothèse. 

Enfin dans la troisième position , le point C étant ex- 
térieur au triangle ABC, on aurait 

AC<OC -\-OA, BC<OB + OC> . 
d’où on conclurait 

k AC+BC<OC m + OA+OB + OC, 

ce qui revient d’abord à > . 

AC + BC<AC+BC , 
puisque O C -f- O B = B C , OA-^-O C— AC) et re- 
tranchant ensuite de part et d’autre leslignes égales B C 
et B C , il resterait toujours 

AC ou ac<£,AC.* 
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ao. Corollaire. Il suit de là que deux triangles dont 
les trois côtés sont égaux chacun à chacun , sont égaux 
dans toutes leurs parties ; car si les côtés AB , AC, BC, 
du triangle ABC,Jig. 10, sont respectivement égaux aux FIG. i*> 
côtés A' B',A'C et B' C , du triangle A! B' C , l’angle com- 
pris entre deux côtés quelconques du premier , sera égal 
à l’angle compris entre les deux côtés égaux à ceux-ci 
dans le second. Si, par exemple., l’un des deuxangles 
B et B' était moindre que l’autre, l’un des côtés AC et 
A' C serait aussi moindre que l’autre (n° précéd. ) , ce 
qui est contre l’hypothèse : donc les triangles AB Ce t 
A' B' C ont en même temps leurs côtés et leurs angles 
égaux chacun à chacun et sont par conséquent égaux 
( 16 ou 18). 

ai. Problème. Les trois côtés d’un triangle étant don- 
nés séparément , décrire le triangle. 

Solution. Soient M, N,P,Jig. 12, les trois lignes don- nG- ta» 
nées : ayant pris la première pour former le côté*A B , 
on Récrira du point A , comme centre , et d’un rayon 
égal à la seconde ligne N, un cercle CDC, puis du 
point B, comme centre , et d’un rayon égal à la troi- 
sièmeligneP, unautre cercle CEC . Leurs circonférence» 
se couperont en deux points , C et C , situés-l’un au-dessus 
de AB, et l’autre au-dessous. En joignant chacun de ces 
points avec les extrémités de la ligne AB , on formera' 
deux triangles qui satisferont à la question , puisqu'il? 
auront leurs côtés respectivement égaux aux trois ligne» 
données. • 

22. Remarque. Si l’on prenait trois lignes àü hasard, 
il pourrait arriver que les circonférences des deux cercles 
décrits ne se rencontrassent pas. Cette circonstance au- 
raitlieu, i*.dans le cas où P +A T serait moindre que M. 

En effet, il est visible , et on le prouvera d’ailleurs dans 
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la suite, que deux cercles ne peuvent se couper qu*autant 
que la distance de leurs centre^ estmoindre quelasomme 
de leurs rayons. a°. Dans le cas où l’un des cercles 
embrasserait l’autre , c’est-à-dire , où l’on aurait 

AD > AB +B F, ou N> M + P. 

Ces deux cas sont compris dans la condition générale , 
que la somme de deux côtés quelconques d'un triangle , 
est toujours plus grande que le troisième, et qu’on 
peut simplifier en l’énonçant ainsi : La somme des deux 
plus petits côtés d’un triangle est toujours plus grande que 
le troisième. En effet , la condition N+P>M doit suffire 
lorsque N et P sont moindres £ie M , puisque dans ce 
cas, les conditions N-\-M>P et P-\-M^>N , sont né- 
cessairement remplies. La solution du problème précé- 
dent , qui met en état de construire un triangle égal à un 
autre , en faisant usage des côtés de ce dernier , offre 
le moyen de faire un angle égal à un autre. 

N / . 

a3 problème. Par un point donné , pris sur une ligne 

donnée , faire un angle qui soit égal à un angle donné. 

• * 

FIG. i3. Solution. Soient t Jig. i3, CAB l’angledonné. A' B" la 
droite sur laquelle on veut construire le nouvel angle qui 
doit avoir son sommet en A' ; je prends sur les côtés du 
premier , à partir du sommet , deux distances , AB et 
A C , égales entre elles , et je joins , par une droite , les 
points Cet B , où elles seterminent. Portant ensuite A B 
de Al en B ’ , je n’ai plus qu’à décrire sur A! K xxo. triangle 
dont les deux côtés A' C et B' C soient respectivement 
égaux à A Cet à BC , ce qui s» fait en marquantl’une 
des intersections C des circonférences des cercles décrits 
avec les rayons ACet B C , des points A' et B' comme 
centres. Tirant A ' C', l’angle C A! B' sera égal à l’angle 
CA B, puisque les triangles CAB et C A' B' sont égaux 
par constr uction,( a i ) . 
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' » 4 - Problème. Un triangle étant donné, en construite 
«neutre qui lui soit égal , en employant à la construc- 
tion de cet autre un angle du premier et , les deux côté* 
qui le comprennent. 

Solution. Si cet angle et ces côtés sont l’angle C et les 
droites A Cet BC, du triangle A B C ,J‘g. xo, onferasur FIG. 10. 
la droite A' C un angle C égal à C ; puis on prendra sur 
ses côtés A' C et C B' ,à partir du point C , des distances 
égales à AC et à. BC, quldéterrainerontles points^' et B'\ 
joignant ces points par une droite , on formera le triangle 
A 1 O B’ égal au triangle ABC , parle numéro 16. 

I ' , 

a 5 . Problème. Ain triangle étant donné, en construire 
un autre qui lui soit égal , en employant à la construc- 
tion de ce dernier un côté du premier et les deux angles 
adjacens. ’ ... 

Solution. AB étant ce côté, A et 2 ?les angles adja- 
cens, on prendra sur la droite unepartie A’ B'— AB \ 
on fera, aux extrémités de A' B' , les angles A! et t 
respectivement égaux aux angles A et B. Ayant ainsi 
la direction des droites A* C et B' C , en les pro- 
longeant jusqtx’à ce qu’elles se rencontrent en C , on 
formera le triangle 6' égal au triangle ABC, par 
le numéro 18. 

* ’ V 

t ' 

Des lignes perpendiculaires et des obliques. 

flG. Théorème. Les lignes A C et CB ,Jig- i 4 , quj FIG. 
partent d’un point quelconque Cdela droite CD, per- 
pendiculaire sur AB , et qui s’écartent également du 
pied de cette perpendiculaire , c’est-à-dire du point D, 
où elle rencontre la ligne A B , sont égales ; et celle* 
qui s’en écartent le plus sont les plus longues. 

Démonstration. Puisqu’on suppose que les distances 
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AD et DB sont égales entre elles, que, parla nature de 
la perpendiculaire, les angles CDA et CDB sont 
égaux (g), etqu’enfin la ligne CD est commune aux deux 
triangles ACD et DCB, il s’ensuit que ces triangles ont 
un angle égal compris entre des côtés égaux chacun à 
chacun , et sont par conséquent égaux ( 1 6 ) : donc 
BC= AC ; donc les lignes AC et BC , qui s'écartent 
également de la perpendiculaire C D, sont égales entre 
elles. 

Si l’on tire par le point C la droite CE , qui s’écarte 
plus de C D que ne fait CA , qu’on prolonge C D au- 
dessous de AB , d’une quantité C D = C D , et qu’on 
tire les droites A C et C E , on aura 

CE+ C E>CA + CA( i 5 ). * 

Mais les triangles C A Det C AD seront égaux , en 
vertu du numéro 16, puisque les angles A D Cet AD Cf 
«ont égaux ( i 3 ), que les côtés CD et CD sont égaux 
par construction, et que le côté AD est commun à ces 
deux triangles ; on aura donc 

AC — AC. 

On prouvera de même que CE=C E, et il en résultera 
sC£> a CA ou CE"^>CA , 
ce qui montre que les lignes qui s’écartent le plus de la 
perpendiculaire sont les plus longues. 

sj. i er Corollaire. Les lignes AC , CB, CE, se 
somment obliques , par rapport à la ligne A B-, et l’on 
dit en conséquence que les obliques qui s’ écartent égale- 
ment de la perpendiculàire , sont égales , et que celles 
qui s’en écartent le plus sont les plus longues : d’où il 
résulte évidemment que si deux obliques sont égales , 
elles ne tombent pas du même côté de la perpendicu- 
laire, mais quelles s’en écartent également de chaque 
côté de son pied. . 

a8. 
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* sS.-ae Corollaire. Ilsuitde là, i°. que la perpendicu- 
laire CD est la plus courte de toutes les lignes que l’on 
peut mener du point C sur la droite AB, et est par 
conséquent la mesure naturelle de la distance entre ce 
point et cette droite : 

a 9 . Qu’elle a tous ses points à égale distance des points 
A et B \ car si l’on prend sur sa direction un point quel- 
. conque F , on aura encore 

« AF— F B : 

y 3°. Qü’un point quelconque G, pris tors de la perpen- 
diculaire , est inégalement éloigné des points A et B\ car 

dn a ’ . BG<BF+FG,' 

dçù , BG<AG, • *’ 

puisque BF=AFètAG=AF4-FG: ■> 

• .a ' [tj (\ ,\ -f 

.4°. Enfin que d’un point à une .droite, on ne saurait 
tirer trois droites égales. 

29. Problème. Mener sur la ligne AB ,Jig. i5, une FIG. tS 
perpendiculaire qui la partage en deux parties égales. 

Solution. Des points ^? et B, pris successivement pour 
céntre , et avec une ouverture de compas plus grande 
que la moitié de AB , on décrira deux arcs de cercle, CE 
et CF, qui se couperont en un point Ç{*). On fera la 
même chose au-dessous de A B ; et joignant les points C 
et C' , la droite C C' sera la perpendiculaire demandée. 

En effet, les triangles CBC et C^C' sont ..égaux , 

comme ayant tousleurscôtéségauxchacunàchacun(2o) > 

puisque A C—C B A C'-=zB C, et que C C est com- 
mun aux deux triangles ;, les angles A CD et D CB sont 
donc égaux entre eux. Les côtés ^Cet CD , CB et CD 
qui les comprennent dans les triangles ACD et DCB , 

e (*) Pour simplifier la figure , on n’a point tracé les circonférences 
entières, comme dans la figure 12, mais seulement les portions vof* 
fines de l’intersection cherchée. On en usera toujours ainsi désormais 

Géométrie. 7* édition. < ac .. B t . 
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«tant respectivement égaux, ces derniers triangles sont 
égaux par le n° ib‘ : donc l’angle AD C , égal a 1 angle 
CDU , est par conséquent droit ;’ et de plus , à cause d« 
Aü — BD , le point D est le milieu de AB. 
riU. iG. 3o. Problème. Par un point donne D ,fig. 16 , sur 

une droite AD, élever une perpendiculaire a cette droite. 

Solution. Soit D le point de la ligne AB , par lequel 
on veut elever la perpendiculaire ; on prendra de part et 
d'autre de ce point des distances égales, AD et DD -, et des 
points A èt B, avec des rayons égaux, on decrirales deux 
arcs dè cercle CE et CF, qui se couperont au point C : 
ce point étant joint avec le point D , la ligne CD sera 
perpendiculaire sur AB. En effet , les droites AU et CB 
étant égales, ainsi que les parties AD et DB , et les 
triangles ACD etBCD , ayant en outre un côte corn- * 
mun, CD, sont égaux ; et par conséquent ADCz=.CDB. 
FÎG- v>. 3i. Problème. Par un point donné C,f%. »£r P ns 

hors d’une droite AB, abaisser une perpendiculaire sur 

cette droite. . ,, ^ . . 

Solution .Du polntC, comme centre , et d unntyonpris a 

volonté mais cependant plus grand que la plus courte 
distance du point C à la droite AB , on décrira un arc 
de cercle <jui coupera AB aux points A et B\ on prendra 
ensuite ces points pour centres , et avec le meme rayon,' ^ 
on décrira deùx arcs de cercle qui , se coupant en <7 ,• 
déterminétônt un second point de la perpendiculaire 
demandée CC'. En ! ëffet, les points A et B étant , par 
construction / également éloignés du point C , et egale- 
ment éloignés'dü point C , o n prouvera , comme dans 
le numéro 39 , que les angles AD Cet BDC sont droits. 

Sa. Thèdrème. D’un point C pris hors d’une droite 
AB , on ne peut abaisser sur cette droite qu une seule 

’ Ê obliques AC et BC déterminée? 

dans le problème precedent, étant égales, doivent »e- 
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carter également de la perpendiculaire (27), qui ne 
peuPpasser par-conséquent que par le point D , milieu 
de l’intervalle AD ) or par les points C et D , on ne sau- 
rait mener que la seule droite CD , et toutes les obliques 
quiseront égales deux à deux, quelle que soit d’ailleurs 
leur longueur , ne pourront rencontrer AD , qu’à des 
distances égales du point D. En effet si cela n’était pas 
pour les ‘obliques EC et FC, par exemple, et que 
DF>DE, on pourrait prendre DF'=DE , et tirer 
F' C, qui serait égale à CE ) il se trouverait alors du 
même côté de la perpendiculaire CD, deux obliques 
égales, ce qui est impossible (27) : donc l’arc de cercle 
décrit du rayon CE doit aussi rencontrer AD en F', 
et par conséquent la perpendiculaire CD est unique. 

Quand le point d’où l’on doit mener la perpendicu- 
laire, est pris sur la ligne proposée, le théorème est 
évident (9). 

33 . 1 er Corollaire. Il suit de là que deux droites, DE 
etFG, perpendiculaires à une même droite AD,fig. 18, FIG. 1$. 
ne se rencontrent point, quelque prolongées qu’on les 
suppose , soit au-dessus, soit au-dessous de cette droite ; 

car si elles se rencontraient , on pourrait , du point où 
elles se coupent , abaisser fieux perpendiculaires sur la * 
droite AD , ce qui est absurde. 

34. 2 e Corollaire. Il suit encore de la même proposi- 
tion , i°. que deux triangles AD C, A’D'C ,Jig. FIG. 19 

• qui ont chacun un angle droit , l’un en A, l’autre en À' , 
sont égaux lorsque leurs côtés DC et D'C , respective- 
ment opposés aux angles droits, ainsi qu’un de leurs 
autres angles, D et D', par exemple, sont égaux. 

En effet, si l’on porte le triangle A' D'C sur le triangle 
ADC , en plaçant l’angle D' sur l’angle D , le côté B' C 
couvrira exactementson correspondant DC) le côté A' D' 
tombera dans la direction.de AD) et si le côt k A’ C , 

B 2 


v 


/ 
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dont l’extrémité C se trouve sur le point C, ne s’appli- 
quait pas exactement sur AC, il s’ensuivrait que l’on 
pourrait abaisser du point C deux perpendiculaires sur 
AÊ , confondu maintenant avec A' B' , quant à sa direc- 
tion. •» 

0 

*• a 0 . L’égalité des mêmes triangles aurait encore lieu , 

. si les côtés AC et BC étaient respectivement égaux aux 
côtés AC et B' C ; car en posant un de ces triangles sur 
l’autre , de manière que AC fut sur AC , le côté A B f 
tomberait aloTs sur AB , parce que les angles BAC et 
B' A C sont égaux comme droits ; les côtés BC et B' C 
devenant des obliques égales , placées d’un même côté 
de la perpendiculaire AC , s’en écarteraient également , 
et tomberaient par conséquent l’un sur l’autre. 

35. Remarques. Le premier des cas d’égalité , démon- 
tré ci-dessus par rapport aux triangles qui ont un angle 
droit , a lieu également par rapport aux triangles quel- 
conques, qui sont égaux dès qu’ils ont deux angles égaux 
chacun à chacun , et un côté égal , opposé au même 
angle dans l’un et dans l’autre ; mais ce cas n’est pas 
„ «écessaire pour ce qui suit , et il résulte d’ailleurs d’une 
proposition démontrée plus bas (5i). 

. Il n’en estpasde même dusecond. Si dans les triangles 
flG. ao. ABC et A Bf C ,fizzo,cm zAr=A ,AC—A C ,BC— B' C , 

, que l’angle A soit aigu, et que AC surpasse CB , on n’en 

pourra pas conclure que ces triangles soient égaux; car 
ayant abaissé, dans le triangle A'B'C, la perpendicu- 
laire CL/ , on trouvera de chaque côté de cette perpen- 
diculaire , deux obliques , CB' et CB " , égales entre 
-elles. Les triangles C' A B t et C A B" , entre lesrruels 
l'angle A etle coté AC sont communs, rempliront donc 
les conditions données; mais il n’y en a qu’un qui soit 
égal au triangle ABC : celui dans lequel l’angle Bf est 
de même espèce que l’angle B , c’est-à-dire aigu, dans le 
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casde la figure. Il estd’ailleursvisiblequel’angle C B" A' 
est obtus , puisqu’il repose sur la même droite que l’an- 
gle C B" B'—C B' B" .■ 

36. Théorème. Lorsque deux côtés d’un triangle sont 
égaux , les angles opposés à ces côtés sont égaux ; et 
lorsqu ils sont inégaux, le plus grand des deux est opposé 
au plus grand angle. 

Démonstration. Si dans le triangle ABC,fig. 21 , les 
côtes AB et BC sont égaux entre eux, la perpendicu- 
laire abaissee du point B sur le côté AC , passant par le 
milieuDde ce côté(32),partagerale triangle y^Z?6’endeux 
autres, qui seront égaux entre eux ( 1 6), puisque l’angle 
droit ADB de l’un sera compris entre les côtés AD et 
BD } respectivement égaux aux côtés DC et Bl) , qui ( 
comprennent l’angle droit BDC de l’autre : l’angle A 
sera donc égal à l’angle C. 

A l’égard du triangle* ACE , dans lequel les côtés AE 
et E C sont inégaux , il est évident que le point E ,. où 
se coupent ces deux côtés, doit tomber hors de la per- 
pendiculaire BD, vers celle des extrémités de AC don t 
il est le plus près (28); et par conséquent dans l’angle 
FDC. Cela posé, en tirant BC, on formera le triangle 
ABC, dont les angles BCAelBAC seront égaux, d'après 
ce qui ‘précède, puisque les côtés opposés AB et BC, , 

le seront comme des obliques qui s’écartent également 
de la perpendiculaire ; mais l’angle BCA étant intérieur 
à l’angle ECA, il s’ensuit que ce dernier, opposé au côté 
AE , surpasse l’angle EAC, opposé au côté EC pin* 
petit que AE. 

37. Corollaire. Il suit de là que si deux angles cTuÙ 
triangle sont égaux entre eux, les côtés, opposés à ces 
angles sont égaux entre eux; car s’ils étaient inégaux , 
l’angle opposé au plus grand des deux serait plus grand 
que l’autre angle, ce qui est contre l’hypothèse. 

Les mêmes raisonnemens prouvent aussi que quand 
deux angles sont inégaux, le plus grand des deux côtés" 
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est celui qui est opposé au plus grand des deux angles ; 
puisque l’inégalité des angles entraîne celle des côtés , 
■et que quand deux côtés sont inégaux, l’angle opposé au 
plus grand côté est toujours le plus grand. 

Enfin quand les trois côtés d’un triangle sont égaux , 
les trois angles sont égaux, et réciproquement. 

38. Les triangles dont 4es côtés sont inégaux, se 
nomment scalènes; ceux qui ont' deux côtés égaux , se 
nomment isocèles; et ceux dont les trois côtés sontégaux 
< se nomment équilatéraux. 

i ' ’ , * • 

Théorie dés parallèles , 

I . . . , ; ... 

3g. Deux droites qui, quoique situées dans le même 
plan, ne se rencontrent pas, sont dites parallèles entre 
elles, ,-r. * 

fIG. 18 . D eux droites , DE et FG , Jig. 18 , perpendiculaires 
à une même droite AB , sont donc parallèles entré 
elles (33). - . 

-4°. Remarque. Tout ce qu’on va lire repose sur la 
vérité des propositions suivantes, dont l’évidence semble 
tenir immédiatement à la notion que nous avons de la 
ÎIG. aa. üg ne droite : i°. si par le point D , fig. 23, pn mène 
une droite HH' , qui fasse , avec la ligne t)B , un angle 
HDB , moindre que le droit EDB , ou qui soit inclinée 
vers la partie FG de la droite GG' , elle rencontrera cette 
dernière au-dessus de AB, lorsqu’elles seront suffisam- 
ment prolongées l’une et l’autre ; a 0 , si, par le même 
point D, on mène la droite //', qui fasse, avec DB, 
l’angle IDB plus grand que le droit EDB , comme elle 
fera au-dessous de AB } l’angle I'DB moindre que le 
droit E *PB , elle inclinera vers la partie FG' de la droite 
GG' et rencontrera par conséquent , au-dessous de AB, 
cette droite prolongée suffisamment. 
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H luitde là qu’une droite qui est perpendiculaire aune 
autre , est rencontrée par toutes celles; qui sorrt oblique» 
anr cette autre , et qu’il n’y a par conséquent sur un 
plan que les droites perpendiculaires à une même ligne 
qui ne se rencontrent pas ou qui soient parallèles entre 
«UeSj^i. , « 

. ■ • ‘ 5‘..» -:.,o . '-i.fi i- 

** , i ’V 1 ■■ ' — - ■ r ■■ ■, 

- v oiijytfti ne 

' (*) C’est dans la difficulté de. prouver immédiatement cetîe. propo- 
sition , que réside l'imperfection de la théorie des parallèles. Beau- 
coup d’auteurs ont fait , pour en venir à bout , des efforts inutiles ; et 
«^autres , comme Bezout, ont dissimule' le vice du raisUÈtaeUient, ce 
qui me semble contraire an devoir rigoureux que s’impose tout ; • ; 
auteur d’ouvrages élémentaires ,’de ne donner jamais que des notions 
exactes, et surtout d’en faire connaître avec soin l’origine. J’âi 
juge convébable de mettre en évidence ce point délicat, en for- 
mant, à l’exemple d’Euelide, une demande, mais que je crois plus 
aisée à accorder que la sienne , parce qu’elle présente la difficulté 
«réduite ï ses moindres termes. ( Voyez dans les Essais sur l'En- 
ïèigriement , le paragraphe des Elément de Géométrie )■ 

Plusieurs Géomètres ont essayé de prouver la vérité de cétte de-* 
mande, soit directement, soit en transposant la difficulté; presque 
tous sont tombés dans de très-grandes longueurs, ou dans l’inêon- 
vénient dé 'compliquer par des raisonnemens obscurs, dc^, propo- 
sitions dont Id preuve directe est extrêmement simple. On doit 
cependant excepter de ce reproche la démonstration donnée par 
fn. Bertrand; elle m’a paru la pina simple et la plus, ingénieuse 
de toutes celles que jte connais; en voici le fond : . 

Il est d’abord évident que siOn ajrsateon angle quelconque eilh flG. -ti. 
un nombre suffisant dé fois !» lui-méme , comme Je montre la fig. a3, 
en hdh' , h'dhT, k-dhT , h“'dh" , on parviendra toujours à 
former un angle total effA"“ plu» grand que l’angle droit edh ; mais 
si l’on élève sur la droite DR les perpendiculaires DE «t FG , pro- 
longées indéfiniment , onforméra une bande indéfinie EDFG, qui 
ne saurait remplir l’angle droit EDB , quelque nombre de foi» 
qn’ellc soit ajoutée à elle-même. ‘En effet , si l’on prend FK=DF r 
et qu’on élève KL perpendiculaire sur AB, que l’on plie ensuite la 
figure le long de FG , la bande EDFG couvrira exactement la 
bande fi F K L ; car les angles G'FD, GFK , étant droits, la 
partie DF tombera sur FK ; et comme DF~FK par construction, 
le point 7> se placera sur le point K ; de plus, l’angle FKL étant 
droit aussi bien que EDF, la ligne DE se placera snr KL. Cela. 

• IM 
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Démonstration. Supposons que, cela n’ait pas lieu, et 
que LM , perpendiculaire en M sur FG , ne le soit pas 
en L sur DE -, on pourrait élever alors par le point L sur 
LM, une perpendiculaire qui serait différente de EL , 
et à laquelle EL serait intérieure ou extérieure, par 
rapport à FG- D’après la proposition du, n° 4° > LL 
devrait donc rencontrer GM, ce qui ne saurait arriver, 
puisque les droites DE et FG, étant perpendiculaires 
Vune et l’autre sur AJ > , ne peuvent se rencontrer ; on ne 
peut donc pas élever v sui; LM, par le point L, une per- 
pendiculaire différence de EL : ainsi LM est perpendi- 
culaire à-la-fois à DE àt à FG. 

43. Corollaire. Il suit de la proposition précédente , 
que deux droites parallèles à une troisième , sont aussi 
parallèles entre elles. En effet , toute ligne perpendicu- 
laire sur celle-ci , le Sera aussi sur les deux premières , 
qui , se trouvant parla perpendiculaires à upe même 
droite , ne pourront se rencontrer , et seront par consé- 
quent parallèles entre elles. , 

44 Théorème. Lorsque deux droites, DEetFG, 
parallèles entre elles, Jig. 26 , sont coupées par une droite 
quelconque IH , les angles EL J et GMI , qu’elles font 
avec cette dernière , d’un même côté, l’un en dehors , 
l’autre en dedans , sont; .égaux entre eux; 

Démonstration. Si du point K , milieu de LM , on 
abaisse sur l’une des droites ED, FG , la perpendiculaire 
DF , cette ligne sera en même, temps perpendiculaire 
sur l’autre (4 2 )- Les triangles DLK KFM , seront 
égaux (34), parce que les côtés LK et KM, respecti- 
vement opposés aux angles droits D et F, sont égaux par 
construction, et que de plus les angles DKL et MK F 
le sont aussi , comme étant opposés par le sommet : 
donc l’angle DLK ou ELI est égal à KM F , et par 
conséquent à GMI , opposé par le sommet à ce dernier. 

■ 45: Théorème. Si deux droites, DE et FG, font , 
avec une troisième, I <7, et d’u^même côté, par rapport 
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à celle-ci , des ahgles égaux, ELI, OMI, l’un en dedans,’ 
l’autre en dehors , ces deux droites seront parallèles 
entre elles.*" \ < 

Démonstration. Si du point K , milieu de LM , oa 
abaisse sur DE la pefpendiculaire DF, on fermera les 
triangles DLK èt MKF, égaux entre eux (18)^ parc» 
que, d’après l’hypothèse, l’angle DLK ou ELI est égal 
à l’angle KMF , opposé par le sommet à OMI , l'angle» 
DKL est égal à MKF , comme opposé par le sommet , 
et enfin le côté LK est égal à KM -, par construction* 
L’angle KFM sera donc égal à LDK , etdroit par con- 
séquent. Ainsi les deux droites DE et FG étant perpen- 
diculaires l’une et l’autre à la inéiife droite DF, seront 
parallèles entre elles. ' i.'Ujbo 

46. Remarques. Le fréquent usage que l’on -fait des 
propriétés des parallèles , a porté les géomètres à désr-i 
gner par dès noms particuliers lesdifférensanglesrqu 'elle» 
font avec les droites qui les coupent , droites que pour 
cette raison 01* appelle sécantes. 3 
j^ea'angles tels que ELI , GMI, fig. 27, situésdu 
i$ême côté de la sécante IH , et dont l’ouverture est 
tournée du même côté, se nomment angles correspon- 
dant. ' r " ‘‘ ï ‘”‘ 

Les angles DLM , FMI, sont aussi des angles cor~f 
respondans. - v . t, r.:v.\ 

Tous les angles dont l’onverture est entre les paral- 
lèles, sont compris dans la dénomination générale d’im-t 
g/es internes, ettous ceux dont l’ouverture est en dehors, 
s’appellent angles externes. - - 1 XiiV \ * 

On distingue ensuite ces mêmes angles par leur.posi-r/ 
tion relativement à la sécante. Ceux qui sont d’un même 
côté par rapport à cette droite, sont des angles internes l 
ou des angles externes d’un même côté. ; i. ancr* 

ELM, GML, sont deux angles internes du’ mêmeeôté. 

• HLD, IMF, sont deux angles externes du même côté. 
Les angles qui sont dajis une situation opposée , tant 
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par rapport à la sécante que par rapport aifx parallèles, 
se nomment angles alternes. Il y a des angles alternes 
internes , comme ELM et FML,’ ou DLM et GML ; 
et des angles alternes externes y comme HLD et GMI , 
ou HLE et FMI. 

47. Théorème. Lorsque deux parallèles, DE et GF , 
sont coupées par uije troisième ligne IH , 

i°. Les angles correspondans sont égaux; 

2°. Les angles alternes internes sont égaux ; 

3 °. Les angles alternes externes sont égaux ; 

4 °. Les angles internes d’un même côté , réunis , for- ' 
ment deux angles droits ; 

5 °. Les angles externes d’un même côté, réunis, for- 
ment deux angles droits ; 

6°. Lorsque l’une quelconque de ces propriétés a lieu, 
les droites DE et FG sont nécessairement parallèles. 

Démonstration. i°. L’égalité des angles correspondons 
n’est autre chose que le théorème du n° 44» puisque 
les angles ELI et GMI ,fig. 26 , sont évidemment des FIG. a5. 
angles correspondans , d’après le sens attaché à ce mot. 
L’égalité de ces deux-là étant prouvée , celle de tous 
les autres angles correspondans s’en déduit sur-le-champ. 

Pour les angles DLM et FMI , par exemple , Jig. o.~i , FIG. tj. 
on remarquera que la somme des angles DI M et ELI , 
qui reposent sur la même droite DE , est égale à deux 
droits ( n ) ; que , par la même raison , la somme des 
angles FMI et GMI , est aussi égale à deux droits. Re- 
tranchant de ces sommes égalesles angles égaux ELI et • 
GMI, les angles restans DLM et F MI seront néces- 
sairement égaux. 

2°. L’égalité des angles alternes internes , celle de 
ELI , FMH , par exemple, a lieu , parce que FMH est 
égal à GMI, son opposé parle sommet , et que celui-ci 
est égal à ELI , comme correspondant; les deux angles 
ELI et FMH étant égaux à uu troisième GMI , sont , 
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donc aussi égaux entre eux. En raisonnant d’une ma- 
nière semblable , on reconnaîtrait l'égalité des angle» 
DU et GMH. 

3°. L’égalité des angles alternes externes , celle de 
DLH et GMI , par exemple , a lieu , parce que GMI 
étant opposé par le sommet à FMH, lui est égal , et que 
ce dernier angle est égal à DLH , comme correspon- 
dant ; les deux angles DLH et GMI étant donc égaux 
a un troisième FMH , sont égaux entre eux. C’est ainsi 
qu’on démontrerait l’égalité des deux angles ELH , 
FMI. 

4°. Les angles internes du meme côté, ELI et GMH, 
par exemple , pris ensemble , valent deux droits, parce 
que ELI et GMI sont égaux , comme correspondans , 
et que la somme des angles GMI et GMH , qui re- 
posent sur la même droite HI , étant égale à deux 
droits (n) *si l’on substitue à GMI son égal ELI , la 
somme des angles ELI et GMH demeurera la même 
que celle des angles GMI et tiMH , et sera par consé- 
quent égale à deux droits. 

5°. Les angles externes du même côté , ELH et GMI, 
par exemple , pris ensemble , valent deux droits , parce 
que les angles GMI et ELM sont égaux comme corres- 
pondans , et que la somme des angles ELM et ELH , 
qui reposent sur la même droite IH , étant égale à deux 
droits ( u ) si l’on substitue à l’angle ELM son égal 
GMI , la somme des angles GMI et ELH sera la même 
que la précédente , et par conséquent encore égale à 
deux angles droits. * • 

6°: Enfin lorsque l’une quelconque de cèspropriétés a 
lieu, les 'droites DE et FG sont parallèles , parce que si 
c’est l’égalité des angles correspondans que l’on remar- 
que d’abord, il suit du n°45 que cette égafité entraîne 
nécessairement le parallélisme ; et quant aux quatre 
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autres propriétés , il suffit d’observer que l’on conclut 
de chacune d’elles l’égalité des angles correspondans. 

En effet, les angles alternes internes ELI et FMH ne 
peuvent être égaux sans que l’angle GMI , égal à FMI ! , 
comme son opposé par le sommet, ne le soit par consé- 
quent à ELI : donc, dans ce cas, les angles correspon- 
dans ELI et GMI sont égaux. 

Il en est de même des angles alternes externes ELU 
et FMI, puisque FMI et G Mil étant égaux comme 
opposés par le sommet , GMH se trouve égal aussi à son 
correspondant ELH. 

Quand on sait que la sonime des angles internes ou 
externes du même côté , est égale à deux droits , on s’as- 
sure , ainsi qu’il suit , que les angles correspondans sont 
égaux. Si , par exemple , la somme des angles ELI et 
GMH est égale à deux droits, l’angle ELI sera égal à 
deux angles droits moins l’angle GMH\ mais parce que 
les deux angles GMH et GMI , qui reposent sur une 
même droite , valent ensemble deux droits , l’angle GMI 
sera aussi égal à deux angles droits moins l’angle GMH \ 
et par conséquent égal à son correspondant ELI , qui a 
la même valeur. On raisonnerait de la même manière 
pour les angles externes d’un même côté. 

48. Problème. Par un point donné C,Jlg. 28 , mener 
une droite parallèle à la droite donnée AB. 

Solution. Par le point C , on mènera une droite quel- 
conque CB rencontrant AB ; puis on fera au point C, 
sunC’Z? , l’angle BCD égal à l’angle ABC ( 23 ) ; la droite 
CD , obtenue par ce procédé , sera la parallèle deman- 
dée, puisqu’elle passera par le point C, et qu’en considé- 
rant CB comme sécante , les angles alternes interne* 
ABC et BCD seront égaux par construction. 

4.9- Problème. Par un point donné C , pris hor s d’une 


:~v 



1 IG. 39 . droite AB ,Jlg. 29, mener une droite qui fasse avec la 
première un angle égal à un angle donné a. 
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Solution. Par un point quelconque A de la droite AB , 
on fera l’angle DAB égal à l’angle a (23), et menant 
par le point C, parallèlement à AD (n°précéd. ) , la 
droite CE , elle fera (47) avec AB un angle CEB égal à 
DAB , et par conséquent à l’angle donné a. 


MG- 3.i 


Jg 




5o. Théorème. Les angles ABC, DEF ,fig'.Zo, qui 
ont les côtés parallèles et l’ouverture placée dans le 
même sens , sont égaux. 

Démonstration. Si on prolonge un côté quelconque du 
second angle, DE par exemple, jusqu’à ce qu’il ren- 
contre un de ceux du premier, en considérant les pa- 
rallèles EF et CH , par rapport à la sécante DIi , on 
reconnaîtra que les angles DEF et DHC sont égaux 
comme correspondans (47) î puis en cpnsidérant les 
parallèles AB et DH, par rapport à la sécante BC , 
on reconnaîtra que les angles ABC et DHC sont égaux 
comme correspondans : les deux angles DEF et ABC 
étant égaux à un troisième DHC , seront par consé- 
quent égaux entre eux. 


ne. 



5i . Théorème. Les trois angles d’un triangle réunis , 
valent toujours deux angles droits. 

Démonstration. Si l’on mène par l’angle A du triangle 
3 j 4 quelconque ABC ,fig. 3i, une droite AD parallèle au 
côté opposé BC, les angles ABC et EAD , formés sur 
la sécante AB, seront égaux comme correspondans (47); 
les angles DAC et AC B , alternes internes par rapport 
à la sécante AC, seront aussi égaux (47 ) : donc l’angle 
EAC j composé des angles EAD et DAC , sera égal 
à la somme des angles ABC et ACB du triangle pro- 
posé-, et en joignant à l’angle EAC le troisième angle 
CAB , on aura , autour du point A et sur la droite EB, 
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trois angles , EAD , DAC , CAB , équivalent à ceux 
du triangle ABC , et égaux à deux droits (îQ. 

IV. B. Il peut être utile de se rappeler que l'angle EAQ~ 
se nomme angle extérieur du triangle AB C , et qu il 
vaut à lui seul les deux intérieurs opposés ABC t 
A CB. ) , y ' ~ > _ . V 

* „ , • s | * , 

5a. Corollaire. Il suit du théorème ci-dessus , que 
quand deux angles d’un triangle sont respectivement 
égaux à deux angles d’un autre triangle , le troisième 
angie de l’un est aussi égal au troisième angle de l’autre, 
puisque ce dernier angle , réuni aux deux premiers dans 
chaque triangle , compose de part et d’autre une somme 
égale. 

On voit encore par là qu’un triangle ne peut avoir 
qu’un seul angle droit , et à plus forte raison qu’un seul 
angle obtus, k ....... 

' 53. On nomme triangle rectangle celui qui a un angle 
droit , acutangle celui qui n’a que des angles aigus , 
obtusangle celui qui a un angle obtus ; et les deux der- 
nières espèces sont comprises sous la dénomination géné- 
rale de triangles obliquangles.. 

Il est visible que , dans le triangle équjlatéral , dont 
tous les angles sont égaux (37 , , chaque angle est lç* 
deux tiers d’un droit. - 

54 . Théorème. Les parties AC et BD , fig. 3a , de 3a. 
deux droites parallèles interceptées entre deux droites 

parallèles , sont égales entre elles , et réciproquement. 

/ 

* • ' * 

-•w • * ■ j 

Démonstration. Si on tire la droite AD , p n formera 
deux triangles ABD et ACD , qui seront égaux; car 
en prenant AD pour sécante des parallèles AB ejt 
CD , on verra que les angles B AD et ADC sont égaux 
comme alternes internes (47) > regardant ensuite la môme 
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droite entame sécante des parallèles AC et BD, en 
reconnait*que les angles AD B et DAC sont égaux 
par lamêmeraispn ; de plus, le côté AD étant commun 
aux deux triangles ABD et A CD , ces triangles seront , 
égaux ( r8) : les côtéB AC et BD j opposés à des angle* 
égaux, B AD et ADC, seront donc égaux , ce qui fait, 
lesujetdela proposition.il en sera de même des côtés 
AB et CD.' ' >• •' 

i ‘ J * j • ■•it'ri j „ : J, 

Réciproquement si les parties CD et AB sont égales , 
ainsi que les parties AC , BD, les triangles ACD et 
ABD auront leurs côtés égaux chacun à chacun , et 
seront par conséquent égaux. L’égalité des angles CAD, 
AD B, alternes internes , établira le parallélisme des 
droites AC et BD (47 ) > et l’égalité des angles B AD 
et CDA, celui des droites iÀB’,CD. ‘ ’* ’ 

•. » U 1// >• ■ .wi . i' . f . i. , , • 

On prouverait sans plus de difficulté que les droites _ 
CD et AB sont égales et parallèles dès que les droites 
AC et BD sont égales et parallèles entre elles. 

*" v ' ' ' i ■ • 1 * t • 

, } .■*.!> . 

55. Corollaire. La proposition précédente ne cesserait 
pas d’être vraie, quand même les droites ÂCet BD se- 
raient perpendiculaires sur AB et CD , puisqu’elles 
seraient toujours parallèles entre elles ; mais alors les 
parties AC et 'BD mesurant la' distance des deux 
droites AB et CD , il s’ensuit que deux parallèles sont 
partout-également éloignées l’une de l’autre. 

56. Théorème. Si deux droites quelconques AF et 
FIG. 33 . GM,fig: 33, sont coupées par un nombre quelconque 

de parallèles, AG, BH, CI, etc. menéespardes points 
pris à des distances égales sur la première , les parties 
CH, HI , IK, etc. de la seconde, seront ausssi égales 
entre elles. 

. t V. : ~-r m , "i 

Démonstration. En menantparles points G,#,/, etc, 

les 
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• 

les droites GN, HO , IP , etc. parallèles à AF , on. 
forme les triangles GNH , HOI , IP K , etc. dans les- 
quels les côtés À r G, OH , IP , etc. étant respectivement 
égauxà AB , BC , CD , etc . comme parallèles comprises 
entre parallèles (54) sont égaux entre eux. Les angles 
NGH , OHI , PIK , etc. sont égaux comme corres- 
pon^ans, par rapport à la sécante GM\ et enfin les an- 
gles GNH , HOI , IP K , etc. sont égaux , parce qu’ils 
ont les côtés parallèles et l’ouverture placée dans le 
même sens (5o); Ces triangles ayant donc , chacun à 
chacun , un côté égal , adjacent à deux angles égaux , 
sont égaux ( 18 ) ; d’où il suit que les côtés GH , HI , 
J K , etc. le sont aussi. • 

5 7 . Corollaire. Il suit de ce qui précède que AB est 
contenu dans AF, autant que GH l’est dans GM\ en- 
sorte qu’on a cette proportion : 

AB : AF:: GH: GM, 

que l’on peut changer en cette autre : 


AB \GH:. AF -.GM-, 


et de cette dernière on tire 

a AB:aGH::AF: GM , 

Z AB : ZGH ::AF: GM, . _ î 

etc. 

c’est-à-dire, qu’un nombre quelconque de parties de AF 
est à un pareil nombre de parties de GM , comme la 
droite entière AF est à la droite entière GM. 


58. Théorème. Trois parallèles AG , DK , FM , 
Jig. 3 4 , coupent toujours deux droites quelconques 
AF et GM, en parties proportionnelles , ou de manière 
qu’on a 


AD :DF : :GK : KM. 


FIG. 3<j. 


Démonstration. Il peut arriver deux cas : i°. que 
AD soit commensurable avec AF , c’est-à-dire, que 
le rapport de AD avec AF puisse s’exprimer exacte- 
Géométrie. 7 ® édition. C 
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ment par deux nombres. Je suppose , par exemple i 
qu’on ait 

AF-.ADw^T.tô’, 

si l’on conçoit la droite AF divisée en 47 parties égales , 
At> en contiendra a5, et DF 22 . Menant ensuite par 
toutes les divisions des parallèles à AG, la droite GM se 
trouvera divisée en 47 parties égales , dont 26 compo- 
seront GA , et 22 composeront AM; on aura 
AD : DF:: 25:22, 

GA :AM:: 25:22,' 

d’où il suit 

AD : DF:: GK : AM. 

• . •• ' 
De plus , à cause des proportions 

AF: AD:: 4 , 7 : zS, 

GM: GA:: 47 -25, 

on obtiendra encore 

AF: AD:: GM : GK. 

# * „ 1 

2 °. Si AF et AD sont incommensurables , on prou- 
vera, ainsi qu’il suit, que leur rapport ne peut être ni 
plus petit ni plus grand que celui de GA à GM. 

Soit d’abord 

AF: AD:: GM: GI, 

(ïlê tant plus petit que GK. On peut toujours diviser le 
Côté AF en parties assez petites pour qu’en menant par 
tous les points de division des parallèles à FM , il en passe 
une , de , entre les points / et A ; on aura , d’après ce 
qui précède , à cause de la commensurabilité de AF ■ 
à. Ad, -V • '1 • 

AF: Ad:: GM: Ge. 

Lesantécédensde cette proportion étant les mêmes que 
ceux de la précédente , on en conclura cette nouvelle 
proportion entre les conséquens de l’une et de l’autre : 

AD: Ad:: CI: Gc, 
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résultat absurde , puisque AD étant plus grand que Ad, 
GI est plus petit que Ge. 

On ne peut pas avoir non plus 

AF : AD : : GM : GI', 

GI' étant plus grand que GK \ car ayant divisé A F à* 
maniéré qu une des parallèles d! e' tombe entre les points 
K et /' , on aura 

AF: Ad! ::GM:Ge f . 

Faisant une nouvelle proportion entre les conséquens de 
cette dernière et ceux de la précédente , on aura 
AD : Ad' :: Gf : Ge r , 

résultat encore absurde , puisque AD étant plus petit 
que Ad! , Gï est plus grand que Ge : il faut donc né- 
cessairement que le quatrième terme de la proportion 
formée des droites AF , AD , GM, soit GK, 

On tire de la proportion AF: AD :: GM: GK , 
AF— AD : AD :: GM— GK : GK, 
ou DF: AD :: KM .GK , 

ou enfin . AD : DF: : GK : KM, 
en renversant les deux rapports (*). 


(*) On «prouvera peut-être quelque difficulté h transporter aux 
parties de l’étendue la notion de rapport , telle qu’on la conçoit à 
1 égard des nombres , surtout lorsqu’il s’agira de lignes incommen- 
surables entre elles; mais l’obscurité disparaîtra, si l’on fait attention 
qu’on ne peut comparer deux lignes qu’en les supposant rapportées 
à une commune mesure , et qu’alors leur rapport est vraiment un 
nombre, on une fraction dont les termes sont exprimes par les nom- 
bres de mesures communes comprises dans chaque droite. Quoique 
cette fraction cesse d’étre rigoureusement assignable dans le cas oh 
le rapport est incommensurable, elle n’en existe pas moins, puis- 
qu’on peut en approcher d’aussi prés qu’on voudra ; et deux rap- 
ports incommensurables devront être regardés comme égaux , dès 
qu’on prouvera que, quelque loin que soit poussée l’approximation 
pour lion et pour l’autre, leur différence demeurera toujours nulle. 

C a 
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5g. i cr Curollaii t r. Si , par le point G , on tire la 
droite GN parallèle à AF , on aura 

GO = AD, OIS— DF (54); 

. et par ce qui précède , 

GO : ON’.: GK : KM, 

GO : GN:: GK : GM. 

Si donc on mène dans un triangle une droite OK , 
parallèle à l’un des côtés NM , les deux autres côtés 
GN et GM seront coupés en parties proportionnelles 
par cette droite. 

6o. a c Corollaire. Réciproquement , lorsqu’une 
droite coupe deux côtés d’un triangle en parties propor- 
tionnelles , elle est parallèle au troisième. 

FIG 35. En effet , si dans le triangle ABC ,Jig. 35, on avait 

AB :Ae:\AC:Af, 

et que la ligne ef ne fut pas parallèle à BC , on pour- 
rait mener, par le pointe, une droite e#parallèleàZ?C, 
et qui donnerait 

AB:Ae::AC:AH{ 5g), 

proportion dont les trois premiers termes sont les mêmes 
que ceux de la précédente -, il s’ensuit donc que AH=zAf, 
que par conséquent les droites ef et eH se confondent, 
et que la première est nécessairement parallèle à BC. 

FIG. 36. 6i . 3 e Corollaire. La droite BD , Jig. 36 , qui divise 
en deux parties égales l’un des angles B d’un triangle 
quelconque ABC , partage le côté opposé AC en deux 
segmens proportionnels aux côtés adjacens , c’est-àrdire 
que l’on a cette proportion : 

AD : DC : : AB : BC. 

Cela se prouve , en menant CE parallèle à BD , et 
rencontrant en E , AB prolongée. Il en résulte, par 
le n® 5g , 

AD : DC :: AB : BE ; 

déplus, le triangle CBE est isocèle ; car l’angle BCE 


»gle 
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est égal à CBD , comme alterne interne par rapport à 
la sécante BC , l’angle BEC l’est à l’angle ABD , comme 
correspondant par rapport à la sécante AE , et les 
angles ABD et CBD sont égaux comme moitiés du 
même angle ABC : donc les angles BCE et BEC le 
sont aussi; donc BE est égal à BC (37); donc enfin 
AD:DC::AB:BC. .. 

6a. Problème. Trouver une quatrième proportion- 
nelle à trois lignes données , M , N , P ,Jig- , ou le FIG. 3j.' 
quatrième terme de cette proportion : 

M: N :: P : x. 

Solution. On tirera deux droites indéfinies AB et AC, 
faisant entre elles un angle quelconque ; on prendra sur 
la première , de A en B , une distance AB égale à M , 
et de A en D une distance égale à N ; puis on portera sur 
la seconde , de en C , la troisième droite P. On joindra 

par une droite , les points B et C , et tirant par le point ' 

D , parallèlement à BC, la droite DE , on aura daas 
AE la quatrième proportionnelle demandée , puisque • 
AB:AD::AC.AEQ 5 9 ), 

ce qui donne 

M: N:\P.AE. 

Si les deux droites N et P étaient égales entre elle* , 
la ligne AE, donnée par la proportion 
M:N::N: AE, 

serait ce que les géomètres ont appelé troisième propor- 
tionnelle. La construction de ce cas ne diffère pas de 
celle du précédent ; le point C tombe alors en c , et la 
droite De } parallèle à Bc, coupe sur AC la partie Ae , 
égale à la troisième proportionnelle cherchée, puisqu’on a 
AB : AD :: Ac: Ae , 

' ou M : N :: N : Ae. 

63. Deux triangles sont semblables ,]orsqne les angle» 
de 1’ un sont respectivement égaux aux angles de l’autre, 

•t que les côtés qui , dans l’un et dans l’autre , sont op- 

C 3 
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posés à des angles égaux , et que , pour cette raison , on 

nomme côtes homologues , sont proportionnels. 

•i Ces deux conditions sont liées entre elles de manière 
que l’une entraîne toujours l’autre. 

64 . Théorème. Lorsque deux triangles ABC et 
FIG- 38. -EDFyfig. 38 , ont leurs angles égaux chacun à chacun , 

leurs côtés homologues sont proportionnels , et ils sont 
par conséquent semblables. 

Démonstration. Si on prend sur AB et AC deux 
parties Ae et Af, respectivement égales à DE et à DF, 
et qu’ori tire ef , les triangles eAf et EDF seront égaux , 
puisque , par l’hypothèse , l’angle A de l’un est égal à 
l’angle D de l’autre , et que les côtés Ae et Af sont 
égaux à DE et à DF, par construction ( 16 ). L’angle Aef 
étant égal à E , le sera par conséquent à B , et ef sera 
parallèle à BC ; on aura donc la proportion 
Ae:AB ::Af :AC(5f), 
ou DE : AB :: DF : AC. 

* Tirant ensuite Gf, parallèlement à AB , on obtiendra 
Af: AC:: BG : BC , 
ou DF : AC :: EF: BC, 

puisque BG est égal â ef (54) , qui l'est à EF . Réunis- 
sant cette dernière proportion avec la première par le 
moyen du rapport DF : AC, qui est commun à l’une et 
4 l’autre , on aura cette suite de rapports égaux : 

DE :AB ::DF:AC::EF: BC , 
de laquelle il résulte que les côtés homologues des triaa- 
gles ABC, DEF , sont proportionnels entre eux. 

65. Corollaire. Il suit de la proposition précédente, 

que deux triangles sont semblables, i°. lorsqu’ils ont 
seulement deux angles égaux chacun à chacun , puisque 
le troisième angle de l’un est nécessairement égal au 
troisième angle de l’autre (5a) : . j3 ,. . . > 

. a”. Lorsque leurs çôtéssont respectivement parallèles ’■ 
ci * 
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3*. Lorsque leurs côtés sont respectivement perpen- 
diculaires. 

La seconde partie est évidente pour les triangles placés 
comme ABCetDEF-, car les angles, tels que ^ et D , 
qui ont leur ouverture tournée dans le même sens, sont 
égaux (5o). 

A l’égard des triangles placés dans une situation ren- 
versée, comme le montre la figure 3q , si on prolonge le FIG. 3{y 
côté EF du triangle DEF , de manière qu’il en coupe 
deux du triangle ABC , en G et en H, les angles^Gfl” 
et DEF seront égaux comme alternes externes , par 
rapport aux parallèles AB , DE , et à la sécante FIJ\ les 
angles AHG etDFE, le seront comme alternes internes, 
par rapport aux parallèles AC, DF ; et le triangle EDF 
sera par conséquent semblable au triangle AGH , qui 
le sera lui-même au triangle ABC , puisque les angle* 

AHG et AGH sont égaux aux angles ACB , ABC * 
comme correspondons , par rapport aux parallèles GH » •« 

BC , et aux sécantes AC , AB. 

Il est évident que les cotés homologues, dans le cas 
actuel , sont parallèles entre eux. 

Ponr prouver la dernière partie , soient les deux 
triangles ABC et DEF,fig. 40 , placés de manière que FIG. 4®» 
le côté EF soit perpendiculaire sur BC prolonger, que 
DF prolongé le soit sur AC , et enfin que DE prolongé 
le soit sur AB ; par le pointé, opposé au côté BC, per- 
pendiculaire sur EF, on mènera les droites AG et AH, 
respectivement parallèles aux deux autres côtéfe DF et 
DE , du triangle DEF , et par conséquent perpendicu- 
laires l’une sur AC, l’autre sur AB. Les angles CAG 
et BAH seront droits d’après l’hypothèse - , si on ajoute 
à chacun le même angle CAH , les deux angles 
résultans BAC et G AH seront égaux; mais les an- 
gles G AH et EDF, ayant* par construction leurs côtés 
parallèles et leur ouverture tournée dans le même sens, 
sont égaux : l’angle BAC sera donc égal à EDF. 

Menant ensuite, par - le point B les droites BI et B K 

C 4 
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parallèles aux côtés EF et DE , on formera les angles 
droits CDI et ABK , desquels retranchant une partie 
commune AB / , il restera les angles égaux ABC, IBK\ 
et le second étant égal à DEF , à cause du parallélisme 
des droites BI et EF , B K et DE , on en conclura que 
ABC est aussi égal à DEF. Les triangles ABC et DEF 
ayant deux angles égaux chacun à chacun , sont par 
conséquent semblables. 

On voit de plus que les côtés homologues sont ceux 
qui sont respectivement perpendiculaires , puisque 
l’angle D étant égal à l’angle A , le côté .EFesthomologr 
à BC , "et ainsi des autres. 

66. Théorème. Deux triangles sont semblables lors- 
qu'ils ont un angle égal chacun à chacun, compris entre 
des côtés proportionnels. 

Démonstration. Si l’angle A du triangle ABC, 
FIG 38 f l ë- ^ » est ®g a l * ^ an ^ e & du triangle DEF , et 
qu’on ait AB : DE : : AC: DF, on prendra sur les 
côtés AB et A C du premier triangle , deux parties, Ae 
' et Af, respectivement égales à DE, et kDF \ tirant ef, 
on formera le triangle Aef égal au triangle DEF ( 16) ; 
et la droite ef coupant les côtés du triangle BAC en 
parties proportionnelles, puisqu’on aura 

AB :DE ou Ae ::AC: DF ou Af, 
sera parallèle à BC (6o). Les angles e et f, respec- 
tivement égaux aux angles E et F , le seront aussi aux 
angles B et C , et par conséquent les triangles ABC et 
DEF ayant leurs angles égaux , seront semblables (64). 

» 67 . Théorème. Deux triangles qui ont les côtés pro- 

portionnels , chacun à chacun , sont semblables. 

Démonstration. Soit dans les triangles ABC , DEF, 
nette suite de rapports égaux : . 

AB:DE::AC:DF::BC: EF. 

Si on prend sur AB une partie Ae égale à DE, et qu’on 
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mène une droite ef parallèle à BC, les triangles ABC 
et Aef, semblables entre eux ( 65 ), donneront 

AB :Ae .:AC: Afv. BC : ef ; 

mais parce que Ae est égal à DE, tous les rapports de 
la seconde suite seront égaux à ceux de la première , et 
comme les antécédenssont les mêmes de part et d’autre, 
les conséquens seront aussi les mêmes : on aura donc 
Af=DF, ef—EF. 

Il suit de là que le triangle DEF est égal au triangle 
Aef ', et comme ce dernier est semblable au triangle 
ABC, il en sera de même du premier. 

68. Problème. Construire sur une droite donnée EF , 
un triangle semblable au triangle ABC. 

Solution. On peut construire un triangle semblable à 
un autre , en partant des divers caractères par lesquels la 
similitude de ces figures peut être constatée. Si l’on veut 
donc former sur la droite donnée EF, un triaugle qui 
soit semblable au triangle ABC , on peut y parvenir, 
1 °. en menant par les points E et F, des droites qui fassent 
avec EF des angles E et F, respectivement égaux aux 
angles B et C ( 65 ) : 

a°. En faisant au point E, sur EF, un angle égal à l’angle 
B , et portant sur le côté DE de cèt angle une distance 
DE quatrième proportionnelle aux trois lignes B C , EF, 
AB, de cette manière , les deux triangles seront encore 
semblables , comme ayant , chacun à chacun , un angle 
égal compris entre des côtés proportionnels (66) : 

3 °. Enfin, en cherchant une quatrième proportion- 
nelle aux trois lignes BC, EF, AB , une autre aux 
trois lignes BC, EF, et AC, et construisant surles deux 
lignes trouvées et sur EF, un triangle DEF-, les trian- 
gles DEF et ABC seront semblables, comme ayant 
leurs côtés proportionnels (67). 

6 g. Tlicorème. Tant de lignes, AB, AC, AD, AE, 


D E G E O M É T R I E. 

et d’où il résulte que les droites AB , AC. , AD , AE , 
AF, sont coupées en parties proportionnelles. 

70. Problème. Diviser une droite donnée de la même 
manière qu’une autre est divisée. 

Solution. Soientg/la ligne à diviser, etÆFlalignedéjà 
divisée. On décrira sur cette dernière un triangle B AF, 
.dont les trois côté ‘3 soient égaux, ce qui s’effectuera 
suivant le procédé du n° ai , en prenant la ligne 
BF elle-même pour rayon des deux cercles à décrire 
des points B et F, comme centres ; portant ensuite 
gl de A en G, sur le côté AB, et de A en L, sur 
le côté AF, on tirera GL ; les droites qui joindront 
les points C, D, E , avec le point A, couperont la ligne 
GL en parties proportionnelles à celles de BF , t comme 
le demande l’énoncé de la question. 

lin effet, puisque AB=AF, AG=AL , on a la 
proportion évidente : 

AB : AG AF. y AL, 

de laquelle il résulte ( 60 ) que GL est parallèle à 
'BF*. Le triangle G AL étant donc semblable à B AF, 
donnera cette proportion : 

* AB : AG : : BF : GL -, 
et comme , par construction, BF=AB , on aura né- 
cessairement GL = AG~'gl. Cela posé , d’après le 
théorèmë précédent,’les droites parallèles GL et B F 
«ont divisées en parties proportionnelles , ou l’une comme 
l’autre. r " 

Si la ligne à diviser était Fl' , plùs gratade que BF, 
il faudrait prolonger indéfiniment les' èôfés AB et AF, 
au-dessOus de BF-, portant ensuite g' /'■ sur AB,' de 
A en G', et sur AF, de A en L', on tirerait G' L', et les 
proloagemens des droites AC , AD, AE , diviseraient 
G \U , aux points!/', K! , en parties proportionnelles 

à celles de BF. 

71. Remarque. La question précédente peut encore 
çe résoudre comme il suit: 


I 
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FIG. 4 2 - Soit AH, Jig. ^a, la droite à diviser. On tirera par le 
point A une droite indéfinie AP , faisant , avec AH , un 
angle quelconque PAH , sur laquelle on portera, à la 
suite les unes des autres, les parties dans lesquelles est 
partagée la ligne dont les divisions sont connues - , on 
joindra l’extrémité P de la dernière avec l’extrémité H 
de la ligne à diviser ; puis , par les points I, K, L , M, 
iVet O, on mènera, parallèlement à PH, les droite* 
JB , KC, LD , ME, NF, OG , qui couperont AH 
en parties proportionnelles à celles de AP. 

Ce dernier procédé se démontre en observant que , 
dans le triangle ACK , dont les côtés AC et AK sont 
coupés par Bl parallèle au troisième côté CK, on 

a (5g) 

AB : AI : : AC: AK .-. BC : IK\ 

le triangle ADL , considéré par rapport à la droite CK, 
donne 

AC : AK :: AD : AL : : CD : KL ; 

• • • * ' . 

le triangle AEM , considéré par rapport à la droite LD , 

donne 

AD : AL : : AE : AM : : DE : LM, 
et ainsi des autres. Toutes ces suites de rapports égaux 
s'enchaînent par le moyen du second rapport de cha- 
cune , qui se trouve le premier dans celle qui vient 
après - , ne prenant donc que les rapports qui contiennent 
les divisions de la droite AP, on aura 
AB : AI : : BC : JK : : CD : KL : : DE : LM, etc. 
ce qui montre que les parties AB , BC, CD , etc. de 
AH, sont proportionnelles aux parties AI, IK , KL, etc. 
de AP. 

On simplifie un peu ce dernier procédé , en menant 
par le point H ufle ligne QH parallèle à AP, et sur 
laquelle on prend , en commençant au point H , des 
parties HX, XV, VU, UT, etc. respectivement égides à 
PO, ON, NM, ML, etc. - , lesdtoites PH, OX, NV , etc. 
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qui joindront les points de division correspondans , étant 
parallèles (54), couperont la droite AH en parties * 
proportionnelles à celles de AP ou de HQ. 

72. i* r Corollaire. Si, dans la figure 41 , les parties 
de la droite B F , et dans la figure 42, celles de AP, 
étaient égales entre elles , celles de la droite GL dans 
la première , et de la droite AH dans la seconde , 
seraient aussi égales entre elles. 

Il suit de là que le procédé du n° 70 et celui du n° 7 1 , 
peuvent servir à diviser une ligne droite dans un nombre 
quelconque de parties égales. Il faut pour cela re- 
garder d’abord la droite BF,fig. 41 , comme indéfinie; FIG. 4» 
puis prenant sur cette droite une partie BC d'une gran- 
deur arbitraire, la porter à la suite d’elle-mème un 
nombre de fois égal à celui des parties dans lesquelles 
la droite donnée GL doit être divisée : le point F, où 
se termineront ces parties , sera l’extrémité de la ligne 
B F, et on achèvera la construction comme dans le n° 70. 

Par le procédé du n° 7 1, c’est sur la droite^/», fig. 42 , FIG. 4a. 
considérée comme indéfinie, qu’il faut porter succes- 
sivement les parties égales et arbitraires, puisque AH 
représente la ligne donnée. 

73. 2 e Corollaire. La division des droites en parties < 
égales , est le fondement de la construction des échelles , 
c est-à-dire , des droites qui servent à mesurer les 
autres. En effet , si l’on avait divisé d’abord en parties 
égalés la droite CD,fig. 3, il n’y aurait eu qu’à cher- FIG. 3. 
cher combien AB contenait de ces parties , pour avoir 
le rapport de AB à CD , au moins d’une manière 
d’autant plus approchée, que les parties de CD auraient 
été plus petites. L’imperfection des instrumens et lo s 
bornes de nos sens , nous forcent bientôt de nous arrêter 
dansla division des lignes dontles parties nous échappent 
par leur petitesse; pour étendre nos moyens à cet égard , 
on a imagine la division par les transversales , repré- 
sentée dans la figure 43, dont voici la construction. FIG. $3 l 
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Ayant premièrement divisé la ligne AC en un nombre 
quelconque de parties égales, telles que BC , et vou- 
lant ensuite diviser BC en un nombre de parties trop 
grand pour que chacune de ces dernières puisse être 
bien distincte, on mènera sur AC , par les points A , 

B , C , les perpendiculaires AA"", B K , CL ; on 
prendra sur B K une partie arbitraire BD , qu’on por- 
tera à la suite d’elle-même autant de fois que l’on vou- 
dra faire de parties dans BC (la figure en représente 
quatre ) ; par les points de division D , F , U , K , on 
tirera parallèlement à AC , les droites DE , FG, HI, 
KL, que l’on prolongera jusqu’aux perpendiculaires 
AA"" et CL\ enfin on joindra les points B et L par la 
ligne transversale BL. . 

Les triangles B DE , BFG , Bill , BEL , évidem- 
ment semblables entre eux ( 65 ) , donneront ces pro- 
portions : 

BD : B K : : DE : KL, 

BF: BK : : FG : KL, 

BI1 : B K : : III : KL , 

J > 

desquelles il résulte, i°. que BD étant le j de B K , DE 
l’est aussi de KLo\i de BC, qui, est égal à KL (54); 

2 °. que BF étant les ^ ou la £ de B K, FG l’est aussi de 
KL ou de BC) 3°. que BH étant les | de BK , 111 
l’est aussi de KL ou de BC. 

On voit par là qu’en prenant sur la première , la 
seconde et la troisième des droites parallèles à AB , les 
distances A' E , A" G, A'" I , respectivement égales à 
A'D+DE, A"F+FG, A m H+HI, on aura 
AB+\BC, AB+iBC, AB+\BC. 

Ceci suffit pour montrer comment on peut construire 
une échelle de transversales pour obtenir des divisions 
quelconques , et l’usage qu’on peut en faire. 

Une semblable échelle prend le nom d’échelle de 
dixmes, quand çlle contient dix parallèles à AB, parce 
qu’elle donne alors les dixièmes de BC. 
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74- Théorème. Si de l’angle droit d’un triangle rec- 
tangle , on abaisse une perpendiculaire sur le côté op- 
posé , qu’on nomme hypoténuse, i°. cette perpendi- 
culaire partagera le triangle en deux autres qui lui 
seront semblables , et qui le seront par conséquent 
«ntre eux 

a 0 . Elle divisera l'hypoténuse en deux parties ou seg - 
mens , tels que chaque côté de l’angle droit sera moyeu 
proportionnel entre le segment qui lui est adjacent, et 
l’hypoténuse entière : , 

3°. La perpendiculaire sera moyenne proportionnelle 

«ntre les deux segmens de l’hypoténuse. 

* 

Démonstration. Le triangle ABC fig. 44 > étant sup- FIü. 44* 
posé rectangle en B , et BD étant perpendiculaire sur 
AC, les triangles ABC et ABD seront semblables (65); 
car ils auront, chacun à chacun, deux angles égaux, 
savoir : l’angle A, qui leur est commun à tous deux, et 
l’angle droit ABC , dans le premier, égal à l’angla 
droit AD B , dans le second. Le triangle BDC est, par 
les mêmes raisons, semblable au triangle ABC, puis- 
que l’angle C leur est commun, et que L’angle BDC de 
l’un est droit, ainsi que l’angle ABC de l’autre. 

Si on compare successivement chacun des deux trian- 
gles ABD et BDC , avec le triangle ABC, en ob- 
servant que les angles ABD et CBD sont respective- 
ment égaux aux angles C et A , on trouvera , entre leurs 
côtés homologues , ces proportions : 

0 AD : AB : : AB : AC, 

CD : BC : : BC : AC, 

qui constituent là seconde partie de la proposition. 

Comparant ensuite les triangles ABD et B CD l’un 
à l’autre , on aura 

à . * ” . , j 

AD : BD :: BD : CD, 

ce qui forme la troisième partie de l’énoncé ci-dessus. 

\ 
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75. Corollaire. Il suit du théorème précédent , que 
les trois côtés d’un triangle rectangle étant rapportés à 
une mesure commune , la seconde puissance du nombre 
qui exprime la longueur de l’hypoténuse , est égale à la 
somme des secondes puissances des nombres qui ex- 
priment les longueurs des deux autres côtés. 

En effet les proportions 


donnent 


AD : AB : : AB : AC , 
CD : BC : : BC : AC, 


AD z 


AB 

AC’ 


CD — 
.AC’ 


et en ajoutant AD avec CD, 

, c _ Tb+bc _ 

— À P — 


on a 


Il suit de là que l’on peut trouver l’hypoténuse d'ua 
triangle rectangle dont on a les deux autres côtés. Si , 
par exemple, AB— 3 , BC= 4, on aura 

AC — 9 -f- 16 = 25 , d’où AC—V' a 5 — 5 . 

On peut aussi trouver un des côtés de l’angle droit , 
quand on connaît l’autre et l'hypoténuse, parce que de 

ÂC*=Â£*+ BC, on tire AB — Âc’— BC* Si , 
par exemple, AC = i 3 , BC — 12, on aura 

AB = 169 — 144= s 5 , d’où AB —5 


En général AC— V AB-\-BC, AB— V AC—BC . 

76. Théorème. Les trois côtés d’un triangle quel- 
conque étant rapportés à une mesure commune , et 
exprimés par conséquent en nombres , si de l’extrémité 
de l’un quelconque de ces côtés , on abaisse une per- 
pendiculaire sur l’un des deux autres, la seconde puis- 
sance du premier sera égale à U somme des secondes 

puissances 
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puissances des derniers, moins deux fois le produit 
du côté sur lequel tombe la perpendiculaire , par la 
distance de cette perpendiculaire à l’angle opposé au 
premier côté , si cet angle est aigu , et plus deux fois le 
même produit si cet angle est obtus : c’est-à-dire qu’on 
igiira, dans le premier cas ,Jig. 45 et 46» 


AC=AB + BC—aABxBD-, 


dans le deuxième, fig. 47, * . 

-j . - ' , ' 

AC— AÈ\bC + 2 AB X BD. 

A, * ' . ( 

Démonstration. Quandlaperpendiculaire 45 , FIG. 4 Ï. 
partage ABC en deux triangles, ACD et BCD , 
rectangles en D, le premier donne d’abord , en vertu dti 
n° précédent , 

âc=âd+cd\ * 

et l’on tire du second 


cd'-bc—bd. 


» ~ ■ a 

D’après cette valeur de CD , celle de AC dévient 


ac—ad'-\-bc—bd\ 

mais il est visible que AD — AB — BD , nombre 
dont le quarré est AB — 2 AB x BD -f- BD (*): 
mettant cette valeur dans l’expressionde AC , on aura 
enfin 

AC—~AB — ÔAB X BD + BD + TîC — ~BD 

* <* 

" r " ' v “ 

A 

(*) Dans cette proposition , ou je regarde les lignes comme éva- 
luées en nombres, j’ai dû supposer connue la composition de la 
seconde puissance d’un nombre égal à la somme ou à la différence de 
deux autres; composition à laquelle on peut d’ailleurs parvenir par 
le raisonnement seul , sans le secours des caractères algébriques. 

Géométrie. 7® édition. D 
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ce qui se réduit à 


AC=AB + BC—zAB X BD- 


FIG. 46. Dans la Ggure 46 , où la perpendiculaire tombe 
hors du triangle, la différence consiste en ce que 


AD = BD — AB-, 
mais on a toujours pour le quarré 



AB*— 2 . AB X BD + B D % ,‘ 

ainsi AC a la même valeur que ci-dessus : voilà le pre- 
mier cas du théorème. 

« 

FIG. 47- Lorsque le côté AC,Jîg. 47 , est opposé à un angle 
obtus , la perpendiculaire tombant nécessairement hor* 
du triangle AB C, on trouve encore par les triangle» 
ACD et B CD , rectangles en D, 

» Te — âd'+cd, c5=1c‘- bd- 


on en conclut 

Âc'r= AD 4 . Te — Tb\ 

mais on a AD = AB 4 - BD , valeur dont le quarré est 
AB -f- 2 AB X BD -{-BD , et de laquelle il résulte 

AC= TT 4 - TTb X BD^-BD + ~BC — BD \ 
c e qui se réduit à 

Ac\=zTb' '-f. BC + TÂB XBD : 

tel est le second cas de l’énoncé. 

JV. B. Les parties AD et BD déterminées sur le côté 
AB, par la perpendiculaire CD, se nomment seg mens. 

77 . Corollaire. En rapprochant ce théorème du pré- 
cédent , on en conclura que l’on peut , lorsqu’on 
connaît les trois GÔtés d’un triangle , déterminer 
si l’angle opposé à ’un quelconque de ces côtés, est 
aigu , droit ou obtus. En effet , .dans le premier cas , où 

AC = AB B Ç — »AB X. BD , *1 est évident 


\ 
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que la seconde puissance de AC est moindre que la 
somme de celles des deux autres côtés AB et BC. Dans 
le second cas, l’angle B étant droit, on a seulement 

Âc~ 1 b+Hc\ •* 

ainsi la deuxième puissance de AC e st égale à la somme 
de celles des deux autres côtés. Dans le troisième cas 

enfin, où l’on a AC — AB -f - B C 2 AB X BD , la 
seconde puissance de AC surpasse la somme de celles 
des deux autres côtés. 

Ces remarques étant appliquées au triangle dont les 
côtés sont exprimés par 5,7,8, et leurs secondes puis- 
sances par s5, 4 g > 64 > il en résulte que l’angle opposé 
au côté 8 est aigu , puisque la seconde puissance de ce 

côté étant 64 , se trouve moindre que la somme 74 des 
secondes puissances des deux autres côtés. 

Il est bon d’observer que l’espèce de l’angle opposé au 
plus grand côté , fera connaître celle du triangle (53). 

Des Polygones. 

78. Les surfaces planes terminées par un assemblage 
quelconque de lignes droites , se nomment polygones. 

Le plus simple de tous est le triangle. Les polygones de 
quatre côtés se nomment en général quadrilatères j 

de cinq , pentagones; 

de six, hexagones ; 

de sept, heptagones ; 

de huit, octogones; * 

de neuf , ennéagones ; v 

de dix, décagones; 

etc. 

On ne pousse guère cette nomenclature au-delà du 
polygone de dix côtés, que pour le dodécagone , poly- 
gone de douze côtés , et le pentédécagone , qui en a 
quinze. . * 

D a 


Digitiz-ed by Google 


5a É.L é M E N s 

FIG. 48 Dans les Figures 48 et 49 , AB CD EF représente un 
^ polygone de six côtés, ou un hexagone. Tous les an- 
gles de la première figure ayant leur ouverture en 
dedans du polygone , sont des angles saillans; l’angle 
DEF de la figure 4,9 est un angle rentrant , parce qu’il 
a son ouverture en dehors du polygone. 

Les lignes telles que CA, CF, etc. , tirées entre des 
angles du polygone, qui ne sont pas adjacens au même 
côté , se nomment diagonales. 

79 ' P 3 ™ 1 ! I e8 quadrilatères ou polygones de quatre 
Côtés , on désigne particulièrement sous le nom de pa- 
rallélogramme , celui dont les côtés opposés sont parai— 
Flü. 5 o. lèles. ABCD , fig. 5 o, est un parallélogramme. ^ ' 

Il suit du n° 54 , 18. que chaque diagonale , AC et 
BD , partage le parallélogramme en deux triangle* 
égaux; 

2 0 . Que les côtés opposés, AB et DC , AD et BC , 
d’un parallélogramme , sont respectivement égaux; 

3 °. Que, réciproquement, si les côtés opposés d’une 
figure de quatre côtés sont égaux, ou bien si deux côtés 
opposés sont égaux et parallèles , cette figure est un pa- 
rallélogramme. 

80. Théorème. Les deux diagonales , AC et BD , 
d’un parallélogramme, se coupent mutuellement endeux 
parties égales. 

Démonstration. Les triangles AOD et B OC sont 
égaux (18); car les côtés AD et B C sont égaux par 
l'hypothèse, l^s angles DAO\ O CB , sont égaux comme 
alternes internes, par rapport à la sécante AC et aux 
parallèles AD , BC , et les angles ADO et OBC, le 
sont aussi comme alternes internes , par rapport à la 
sécante BD : donc AO = OC , DO= OB. 

81. Théorème. En joignant l’un des angles d’un po- 
lygone à tous les autres , on partage ce polygone en un 
nombre de triangles égal à celui de ses côtés , diminué 
de deux unités. 
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IJémonstration. Cette proposition est presque évi- 
dente par l’inspection de la figure 4$ , où l’on voit que FIG 48» 
les diagonale^ CA, CF, CE, menées de l’angle C aux 
angles A, F et E , partagent le polygone A B CD EF, de 
six côtés, en quatre triangles, ACB , ACF , FCE , 

ECD. On se convaincra qu’elle convientàun polygone 
d’un nombre quelconque de côtés, en observant que les 
deux triangles extrêmes, tels que ACB, ECD , entre 
lesquels seront compris tous ceux que peut renfermer 
le polygone proposé , contiendront chacun deux de ses 
côtés, tandis que tous les autres n’en contiendront 
qu un seul : il y aura donc dans cesdeux triangles quatre 
côtés du polygone -, le nombre des triangles inter- 
médiaires sera par conséquent égal à celui des côtés 
du polygone , diminué de quatre ; et le nombre total 
des triangles sera, comme le porte l’énoncé, égal à 
celui des côtés du polygone , diminué de deux unités. 

82. Corollaire. Il suit de là que la somme de tous les 
angles intérieurs, ABC, BCD , CDE , DEF, EFA , 

F AB , d’un polygone , vaut autant de fois deux droits 
qu’il a de côtés, moins deux , puisque cette somme se 
compqjp de celies des angles de tous les triangles 
ACB , ACF , FCE , ECD , qui. valent chacune deux 
droits, et que.le polygone contient un nombre de ces 
triangles égal à celui de ses côtés , diminué de deux 
imités. 

Dans la figure 4,9 > l’angle rentrant DEF est exté- FIG- 49. 
rieur , et non pas intérieur. En faisant partir les diago- 
nales du sommet E de cet angle , on voit évidemment 
qu’il est remplacé dans la somme des angles intérieurs 
par celle des angles DEC, CEB, BEA, AEF, et que, 
réuni à cette dernière, il forme quatre droits (i 3 ). 

83 . Théorème. Si l’on prolonge dans le même sens 
tous les côtés AB , BC,CD, etc. d’un polygone qui n’a 

, point d’angles rentranSj^g 1 . 481 la somme des angles FIG. 43 


1 
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extérieurs a AB , b BC, c CD , etc. formés par chaque 
côté et par le prolongement de celui qui lui est contigu, 
est égale à quatre droits , quel que soit d’ailleurs le 
n^pibre des côtés du polygone. 

Démonstration. Chaque angle extérieur, comme a AB , 
réuni avec l’intérieur B AF, auquel il est adjacent, forme 
une somme égale à deux droits , et qui se trouve répé- 
tée , pour tout le polygone , autant de fois qu’il a de 
côtés ou d’angles ; la somme des angles , tant extérieurs 
qu’intérieurs , vaudra donc autant de fois deux droits 
que le polygone a de côtés. Retranchant de cette 
aomme celle des angles intérieurs , égale à autant de* 
fois deux droits que le même polygone a de côtés, moins 
deux , il restera deux fois deux droits , ou quatre droits, 
pour la somme des angles extérieurs. 

84- Remarque. Deux polygones sont égaux lorsqu’ils 
sont composés d’un même nombre de triangles égaux 
et semblablement disposés , ou assemblés de la même 
•manière ; car il est évident qua, placés l’un sur l’autre, 
ces polygones se couvriront parfaitement. 

85. TTjéorè/ne.. Lorsqu’on connaît t^us les qÉ^jsd’un 
polygone , à l’exception d’un seul , et qiTon"connajt 
aussi les angles compris entre les côtés donnés , le poly- 
gone est déterminé , et peut être construit. 

* ' t »■ . * 

Démonstration. En effet, si , dans le polygone ABC 
DEF’, on connaît les côtés AB , BC , CD , DE , EF , 
et les angles qu’ils comprennent , on pourra sur A' B' 

~ AB , faire l’angle A'B'C = ABC , puis prendra 
B' C — BC ; faire au point C', sur B'C', l’angle B 1 C D' 

— BCD , puis prendre CD' — CD ; faire au point D ' , 
sur C'D ' , l’angle C D'E' — CDE , puis prendre D'£' 

— DE ; faire au point E' , l’angle D E' F' = DEF , et 
prendre enfin E' F'~EF. Etant parvenu ainsiau point F\ 
il n’y aura qu’une seule manière de le joindre avec la 
point A' y et de fermer le polygone A B 1 CEfËF 1 . 
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Il est visible que ce polygone sera égal dans toutes 
ses parties au polygone AB CD EF \ car si on le porte 
sur ce dernier, en plaçant A' B' sur AB , à cause de 
l’égalité des angles ABC et A! B' C , le côté B> C tom- 
bera sur son égal BC\ et continuant ainsi de proche 
en proche , on reconnaîtra que les points A' , B' , C , 

Bf , F' , tomberont respectivement sur les points A t 
B , C , D , E, F : d’où il suit que les deux polygones se 
couvriront parfaitement. 

86. Remarque. Il y a plusieurs autres cas d’égalité , 
entre deux polygones ; je n’ai voulu donner dans 
le précédent qu’un exemple de cette égalité', pour 
montrer qu’un polygone d’un nombre quelconque N 
de côtés, et renfermant par conséquent un nombre N 
d’angles , ce qui fait en 'tout 2IV choses , est déter- 
miné parla connaissance de — 3 de ces choses. On 
observera ici, comme on l’a du remarquer dans les dif- 
férens cas d’égalité des triangles , que les N angles ne 
doivent compter que pour N — 1 données , puisque leur 
somme est toujours donnée (82). 

87. On nomme polygones semblables ceux dont les 

angles sont égaux , et dont les côtés homologues sont 
proportionnels. , 

88. Théorème. Deux polygones, ABCDE , abcde y 

fig. 5i , composés d’un même nombre de triangles sem- fjq. 5,. 
blable3 chacun à chacun , et semblablement disposés , 
ont leurs angles égaux chacun à chacun , leurs côtés 
homologues proportionnels , et sont par conséquent 
semblables. 

Démonstration. Les triangles ABC, abc, étantsem- •' 

blables , ont leurs angles homologues égaux : ainsi l’on a 

B — b, BAC— bac. * 

Par la même raison, les trîangles ACE et ace donnent 
CAE — cae , CEA = ceo. ; 

d’pù il suit que l’angle BAE y formé des angles BAC '• 

D 4 

** » - * * jl 
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et CAE , dans le premier polygone , est égal à l'angle 
bae , formé des angles bac et cae, dans le second. Om 
prouvera de même l'égalité des angles AED et aed , 
EDC et edc ; quant aux derniers angles B CD et bcd , 
il est visible qu’ils sont égaux , puisqu’ils sont formés , 
J’un des angles BCA , ACE , ECD ; l’autre des angles 
bca, ace, ecd , qui sont respectivement égaux aux 
premiers , comme angles homologues de triangles sem- 
blables. * * 

En formant les proportions qui résultent de la simili- 
tude des triangles ABC et abc , ACE et ace , ECD 
et ecd, on aura > 


BC : bc : : AB : ab : : AC : ac, 
AC : ac : : AE : ae : : CE : ce , 
CE : ce : : ED : ed : : CD : cd 


Le premier rapport de chaque suite , formé par les 
côtés qui sont communs aux triangles adjacens, étant le 
même que le dernier de la précédente , ces rapports sont 
tous égaux entre eux : en ne prenant donc que ceux qui 
contiennent les côtés des polygones , il viendra 
BC : bc : : AB : ab : : AE : ae : : ED : êd :: CD : cd, 
ce qui prouve que les côtés homologues sont propor- 
tionnels. 

8g. Théorème. Lorsque deux polygones sont sem-. 
blables , ils sont composés d’un même nombre de trian- 
gles semblables chacun à chacun , et semblablement 
disposés. 

Démonstration. Puisque , par l’hypothèse , les angles 
de l’un des polygones sont respectivement égaux à ceux 
de l’autre , et les côtés homologues du premier sont pro- 
portionnels à ceux du second, on aura d’abord l’angle JS 
égal à l’angle b , et 

BÇ\ bc : CAB : ab\ 

d’où il suit que les triangles ABC et abc sont sembla—* 
bles^(66) : les angles BAC et bac seront donc égaux. & 

• 4 . . 

V 

* -, 
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on les retranche des angles BAE et bae , égaux 
comme appartenant aux polygones , les restes C.AE et 
cae seront égaux : de plus, les triangles semblables, 
ABC et abc , donnant AB : ab : : AC lac, et les 
' polygones AB : a b : : AE : ae, on aura 

AC : ac : : AE : ce; * 

d’où il suit que.les triangles CAE , cae, sont encora 
semblables (66). On prouvera de même la similitude de 
tous les triangles de chacun des polygones, en quelque ' * 
nombre que soient ces triangles. 

90. Problème. Construire sur une ligne donnée oc, 
un polygone semblable au polygone ABCDE. 

Solution. On fera d’abord sur la droite b c , par l’un 
des procédés du n° 68, un triangle abc semblable au 
triangle ABC, ce qui déterminera le pointa; pour 
avoir le point e , on fera de même sur ac , un triangle 
cae , semblable au triangle CAE, et ainsi de suite. Le 
polygone abcde sera semblable au polygone ABCDE , 
puisqu’ils seront composés l’un et l’autre d’i*n même 
; nombre de triangles semblables chacun à chacun , et 
semblablement disposés. v ^ .. * ( 

Si l’on portait le côté bc sur BC , de C en b’ , il suf- 
firait de tirer par le point b' la droite b' a' parallèle à 
BA, puis par le point a' la droite a' e' parallèle à 
AE,etc. pour former les triangles b'Ca' , a' Ce' , etc. res- 
pectivement semblables aux triangles B CA, ACE, etc. 
le polygone b'a'e'd' C serait construit ainsi sur le côté 
donné, et semblable au polygôhe BAEDC. 

91. -Remarque. Dans ce qui précède , j’ai mené 
toutes les diagonales d’un même angle ; mais on 
peut partager des polygones en triangles de plusieurs 
autres manières , et les propositions ci-dessus Véten-» 
dent également à ces cas , parmi lesquels il en est un 

v qu’il est bon de connaître : c’est celui où on lie tous les 
angles du polygone aux deux extrémités de l’un de ses 
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FIG. 5a. côtés. Ce cas est représenté dans la figure 5 a, où l'on 4 

joint les points C , D , E , aux points A et B , par des 
diagonales. 

x°. Il est clair que la position des trois premiers 
est fixée , à l’égard de la droite AD ,. dès que les 
triangles ABC, ADD , A DE, sont donnés; et l’on 
voit bien évidemment de cette manière , que , pour dé- 
terminer un polygone, il ne faudra qu’un nombre d® 
* triangles moindres de deux unités que celui des angles 
ou des côtés du polygone. On voit aussi que si N dé- 
signe ce dernier nombre , la détermination de la figure 
dépendra des a(iV — a) diagonales menées de chacun des 
angles de la base , et de cette base; ce qui fait en tout 
slY — 3 données (86) 

a°. On démontrera sans difficulté, à peu près comme 
dans les numéros 88 et 89 , que si les triangles ABC et 
abc , A BD et ubd , ABE et abe , sont respectivement 
semblables, les polvgones ABCDE et abcde’ le seront 
aussi , et que , réciproquement , si ces polygones sont 
semblables , les triangles correspondans le seront eux- 
mèmes (*). 

92. Théorème . Si l’on tire dans deux polygone* 
semblables , deux droites , FG etfg , qui soient sembla- 
blement placées dans chacun d eux , c'est-à-dire , qui 
passent par les points G et g , semblablement placés sur 
les côtés homologues AB et ab , et qui fassent avec ces 


(*) L’art de lever des plans n’est que celui de construire sur le 
papier des polygones semblables à ceux que forment sur le terrain 
les points dont on veut connaître les situations respectives. On voit 
iju’il doit se réduire, en dernière analyse, & concevoir ces points lies 
entre eux par des triangles, et à mesurer sur ces triangles im 
nombre suffisant d’angles ou de cAtés , pour pouvoir en faire de sem- 
blables sur le papier, suîvanlles procédés du numéro 68. Voilà tout 
«e qu’on peut dire, sans cntrerdans le détail des instrumens propres 
à mesurer les angles, détail déplacé dans les traités généraux, à 
peu près inintelligible pour les personnes qui n’ont pas VU CC» ma-; 
trumens, et superflu pour celles qui les connaissent. 


A 
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côtés des angles FGB ,fgb , égaux entre eux , ou bien 
qui coupent dans chaque polygone deux côtés homo- 
logues en parties proportionnelles, ces droites seront 
proportionnelles aux côtés homologues des polygones. 

Démonstration. Lorsqu’on a BG : bg : : AB : ab , 
les triangles BGC et bgc sont semblables, puisqu’ils 
ont, chacun à chacun , un angle* égal compris entre des 
côtés proportionnels : on a donc , i°. 

bg : bg :: gc : gc, 

d’où il résulte 

GC : gc AB ! ab-, 

s>.°. B CG = bcg et CG B — cgb , 

d’où l’on conclut que GCF ou BCF — BCG , est égal à 
gcfoubcf — bcg , et que si FGB —fgb , on aura CG F, 
ou FGB — CGB, égal à cgf, ou à fgb — cgb : les 
triangles F CG etfcg seront donc semblables, et don- 
neront 

g| FG :fg : •.F'C :fc : : GC : gc ou : : AB : ab, 
puisqu’on a ci-dessus GC : gc : : AB : ab. 

Si, au lieu de l’égalité des angles FGB et fgb , on 
suppose cette proportion : B G : bg : : FC :fc , les trian- 
gles FCG etfcg seront alors semblables, comme ayant 
un angle égal compris entre des côtés proportionnels; on 
aura les mêmes conclusions que ci-dessus , et on prou- 
vera, dans ce cas, l’égalité des angles' FGB et fgb.'' 

g3. Théorème. Les contours de deux polygones sem- 
blables sont entre eux comme les côtés homologues de 
ces polygones. 

Démonstration. Les polygones semblables ABCDE, 
abcde, donnent cette suite de rapports égaux : 

AB : ab: : BC : bc :: CD :cd: : DE : de : : AE : ae , 
on en conclura 

AB+BC+CD+DE+AE : ab+bc+cdf de+a<t 
: : AB : ab , 
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c’est-à-dire, que 

le contour ABCDE : au contour hbcde : : AB : ab 

De la ligne droite et du cercle. 

94- O * 1 a vu dans le n° 28 , que l’on ne pouvait mener 
ou meme point aune ligne donnée trois droites égales; 
il résulte évidemment de là qu’une droite et un cercle 
ne peuvent se couper en plus de deux points. 

Tl oute droite qui coupe la circonférence du cercle, 
et qui est prolongée au dehors , se nomme sécante. 

* 10 . 53. EF ,Jig. 53, est une sécante. 

La partie Cp de cette droite , comprise . dans le 
cercle , se nomme corde. 

g5. On dit que la corde CD qui passe par les extré- 
mités d’un arc quelconque de cercle CGD , soutend 
cet arc ; mais il faut observer que la même droite est en 
même temps la corde de l’arc CHD qui, joint à CC#, 
compose la circonférence entière. Lors donc que le pre- 
mier arc sera moindre que la demi-circonférence , le 

second sera nécessairement plus grand. 

_ » 
96 . Lorsqu’une corde passe par le centre du cercle , * 

ort lui donne le nom de diamètre. La droite AB , qui 
passe par le point O , est un diamètre. 

Tous les diamètres du cercle sont égaux, puisqu'ils 
sont composés de deux rayons, et que tous ces rayons 
sont égaux. 

Il est visible que le diamètre est la plus grande des 
droites que l’on peut tirer dans la circonférence du cer- 
cle , puisque toute autre corde CD , est moindre que 

lasomme desdeuxràyonsmenésparsesextrémités (i5). 

97- Le diamètre AB , partage la circonférence 
en deux parties égales ; car si on plie la figure le long J 
de la droite À B } la partie AGB de la circojjfé- 

« 
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pence doit se confondre avec la partie AHB , sans quoi 
tous les points de l’une ou de l’autre ne seraient pas 
également éloignés du centre O. 

Le même raisonnement prouve aussi que deux cercles 
décrits du même rayon sont égaux ; car il en résulta 
que si on place le centre de l’un de ces cercles* sur 
celui de l’autre , leurs circonférences doivent se con- 
fondre. •V. 

98. Théorème. Si l’on porte un arc quelconque da 
cercle sur un autre arc du meme cercle, ou d’un cercle 
décrit du même rayon que le premier, de manière que 
deux points quelconques de l’un des arcs totubent sur 
l’autre, et que les convexités soient tournées du même 
côté , le plus petit de ces arcs se confondra dans toute 
aon étendue avec le plus grand. 

Démonstration. En effet., si l’on porte l’arc A' Cf 
fig. 54 - sur AE , en mettant le point A' sur le point A , Fit*. 54 ; 
et que le point C 'tombe en C , la corde A'C' cou- 
vrira exactement AC ; et comme les rayons (/ A' et 
O' C' sont égaux aux rayons OA et OC , le point O' se 
trouvera sur le point O (20) ; dès-lors tous les points da 
l’arc A'C doivent tomber sur ceux de l’arc AC, puisque 
les uns sont autant éloignés du centre C/ que les autres 
le sont du centre O : donc l’arc A C se confondra avec 
l’arc AC (*). 

99. Corollaire. Il suit de là que, dans le même cercle 
ou dans deux cercles décrits du même rayon , les arcs 
dont les cordes sont égales, sont égaux , pourvu toute- 
fois qu’ils soient de même espèce, c’est-à-dire qu’ils 


(*) La proplie te de la circonférence du cercle démontrée ci-dessus est 
d’autant plus remarquable, qu'elle n'appartient qu’à cette courbe et à 
la ligne droite, et qu’elle rend évidente la similitude de toutes les parties 
de la circonférence du cercle, ou l’uniformité de sa courbure. Telle 
est la raison qui m’a engagé à donner à cette proposition un énoncé 
différent de celui qu’on trouve dans la plupart des livra* élémen- 
taires , et qui fait l’objet du corollaire suivant. 
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eoiebt tous moindres que la demi-circonférence ; oti 
tous plus grands. En effet, lorsque les cordes sont; 
placées l’une sur l’autre , comme dans le cas précédent, 
les arcs se couvrent exactement. 

La proposition réciproque est également vraie ; c'est- 
à-dire que quand les arcs sont égaux ( dans un même 
Cercle ou dans des cercles décrits du même rayon ) , les 
cordes sont égales; car les arcs étant posés l’un sur 
l’autre , et se couvrant exactement , les extrémités du 
premier se confondent avec celles du second. Ainsi , 
A' C' étant placé sur AC, de manière que le point A' 
soit sur A , le point C soit sur C, les droites AC et A' C 
se couvrent exactement, et sont égales. > • 

100. Théorème. Dans un même cercle ou dans des 
cercles égaux , le plus grand arc a la plus grande corde , 
et réciproquement (pourvu toutefois queles arcs que l’on 
compare soient moindres que la demi-circonférence ). 

Démonstration. i®. L’arc AE éferrt plus grand que 
l’arc AC , l’angle AOE sera visiblement plus grand que 
l'angle AOC, et par le n° îg , le côté AE du triangle 
AOE sera plus grand que le côté AC du triangle AOC, 
puisque ces triangles ont chacun à chacun, deux côtés 
égaux. 

2°. La corde AE étant plus grande que la corde AC , 
l’angle AOE sera plus grand que l’angle AOC) l’arc 
AE surpassera donc l’arc AC. 

101 . Problème. Deux arcs du même cercle ou de cer- » 
clés égaux étant donnés , trouver le rapport de leurs 
longueurs. • 

Solution. Il est évident *que la jquestion proposée se 
résoudrait comme celle du n" 5 , si l’on pouvait 
porter les arcs de cercle l’un sur l’autre , comme on 
le fait à l’égard des droites ; mais une pareille super- 
position ne pouvant avoir lieu dans la pratique, on y 
supplée par celle des cordes qui, lorsqu’elles sont égales, 
correspondent à des arcs égaux. La corde de l’«uç ÇD „ 
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flg 55 , pourra être portée deux fois sur Tare AB , de FIG 55. 
A en E , et l’arc AE déterminé ainsi , sera composé de 
deux parties Ad et dE , égales chacune à CD ; on aura 
donc 


ABxzaCD + EB. 

On prendra la corde du reste EB , pour la porter sur 
l’arc CD, de C en F, ce qui s’effectuera une fois, et 
laissera pour reste l’arc FD ; d’où il suit 


CD — EB -f- FD : 

enfin la corde du second reste FD pouvant se porter 
quatre fois sur le premier EB , on aura 
EB=^4FD. 




I 


En remontant de cette dernière valeur à celle des arc» 
précédens, on obtiendra 

EB — 4FD, CD = 5 FD , AB—i^FD-, 
l’arc FD , commune mesure des arcs AB et CD , étant 
contenu 14 fois dans l’un et 5 fois dans l’autre , on en 
conclura que les arcs proposés sont entre eux comme 
les nombres 1 4 et 5. # 

L’opération se termine ici , comme pour le cas des 
lignes droites, lorsqu’on trouve un reste qui contient 
exactement le précédent , ou qui est tel , que le reste 
suivant échappe aux sens par sa petitesse (*). 

1 02 . Remarque. Si l’on conçoit qu’une droite AB, 

Jig. 56, qui coupe le cercle en deux points A et B, FIG. 5G. 
tourne autour d’un de ces points, de A, par exemple, 
et qu’en tendant à sortir du cercle , elle prenne des po- 
sitions telles que AB' , on voit que les points d’intersec- 
tion de la droite et du cercle se rapprochent sans cesse, 
et qu’ enfin il y a une dernière position AC dans laquelle 


(*) Cette manière de déterminer le rapport de deux arcs de cercle 
se trouve dans les Mémoires de l’Acadtmie des Sciences, année i nai, 
page a5o. 



\ 


FIG. 57. 


FIG. 58. 


6 4 É L É M E N S 

ces deux points étant réunis en un seul , la droite n'a 
plus qu’un point de commun avec le cercle , ou ne fait 
que le toucher. Dans cette position , la droite AC est 
tangente au cercle. 

10 3 . Théorème. La perpendiculaire menée par un 
point de la circonférence du cercle , sur le rayon qui 
passe par ce point , est tangente au cercle ; et récipro- 
quement , la tangente à un point quelconque de la cir- 
conférence , est perpendiculaire à l’extrémité du rayon 
mené par ce point. 

Démonstration. La ligne AB ,fig- 5 y , perpendicu- 
laire sur le rayon AO , au point A, a tous ses aujjfcs 
points plus éloignés du centre O, que ne l’est le point A , 
puisque toutes les droites menées d’un côté ou de l’autre, 
comme OB et OC , sont des obliques nécessairement 
plus longues que AO (28). Les points Cet Z? sont par 
conséquenthors du cercle, etlaligne AB , n’ayant qu’un 
seul point A de commun avec la circonférence DA, 
est tangente. 

II est aussi facile de voir que la tangente au point A, 
ne peut être que la droite AB perpendiculaire sur AO\ 
car cette tangente n’ayant de commun avec la circonfé- 
rence que le point de contact A, et tous ses autres points 
étant plus éloignes du centre que celui-ci, il s’ensuit * 
que le rayon AO est la plus courte ligne qu’on puisse 
mener du centre sur la tangente , et que par conséquent 
il est perpendiculaire sur cette tangefite. 

104. Corollaire. Il suit de là que l’on mène une tan- 
gente à un point donné A de la circonférence d’un 
cercle DAE , en élevant une perpendiculaire AB à l’ex- 
trémité du rayon qui passe par ce point. 

to 5 . Théorème. Toute droite CD , fig. 58 , élevée 
perpendiculairement sur le 1 milieu d’une corde AB , 
passe par le centre O du cercle et par le milieu C de 
l’arc soutendu par cette corde. * " 

Démonstration. 
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Démonstration. Puisque CD est , par l’hypothèse , 
perpendiculaire sur le milieu de AB , elle doit passer 
par tous les points également éloignés des points^ et B-, 
et le centre O est un de ces points , car il est à égale 
distance des extrémités A et B qui sont sur la circon- 
férence ACB. Le point C, où la perpendiculaire CD 
rencontre la circonférence , étant également éloigné des 
extrémités A et B de l’arc ACB , les cordes AC et BC 
seront nécessairement égales ; les arcs soutendus par ces 
cordes , seront donc égaux (99) ; le point C sera donc 
le milieu <le l’arc CB : donc la droite CD passera par 
le centre O , et par le milieu de l’arc soutendu par la 
corde AB. 

106. i e ' Corollaire. x°. Puisque deux points suffisent 
pour déterminer la position d’une droite ( 3 ) , et que le 
milieu d'une corde , le centre du cercle et le milieu de 
l’arc soutendu par la corde sont toujours sur la même 
droite , il s’ensuit que lorsqu’on sait qu’une droite don- 
née passe par deux de ces points , on en doit conclure 
qu’ella^rasse nécessairement par le troisième. 

a°. Comme oifne peut abaisser d’un point donné, sur 
une droite , qu’une seule perpendiculaire ( 3 a) , il est 
encore évident , par ce qui précède , que toute perpen- 
diculaire abaissée du centre ou du milieu de l’arc , sur 
la corde , tombera sur le milieu de cette droite. 

107. a e Corollaire. Il suit encore du théorème pré- 
cédent, que pour diviser un arc en deux parties égales, 
il suffit d’élever une perpendiculaire sdr le milieu de 
la corde qui soutend cet arc , puisque cette perpendi- 
culaire passera par le milieu de l’arc proposé. 

108. Théorème. Les arcs interceptés dans un même 

cercle , entre deux cordes parallèles , ou entre une tan- 
gente et une corde parallèles , sont égaux. , 

- Démonstration. Si les cordes BC , DE , et la tan- 
gente FG,Jig. 5g , sont respectivement parallèles , et 
Géométrie, j* édition. E 


66 É L É M E N 8 

que l’on joigne le centre O et le point de contact A 
par un rayon , ce rayon étant perpendiculaire sur la 
tangente F G (io 3 ) , le sera aussi sur les cordes BC et 
DE ( 4 a) •, il divisera en deux parties égales les arcs 
BAC et DAE ; et par conséquent si des arcs AB et 
AC , égaux comme moitjésde l’arc BAC , on retran- 
che les arcs AD et AE , égaux comme moitiés de l’rac 
DAE , les restes BD et EC seront égaux , ce qui est la 
première - partie de l'énoncé du théorème : l’égalité des 
arcs AB et AC prouve la seconde. 

109. Théorème. Si des sommets O et O' de deux 
HG. 60. angles AOC et A'O'C' ,Jig. 60 , on décrit deux arcs 
de cercle du même rayon , le rapport des arcs compris 
entre les côtés de chaque angle , sera le même que celui 
de cés angles. 

Démonstration. Si les arcs AC et A' C' , ont une 
commune mesure , AB = AB' , en portant cette - 
commune mesure sur chacun autant de fois qu’elle 
y est contenue , on les divisera tous deux en parties 
égales ; et si l’on joint les différens joints de^livision 
avec le sommet de l’angle correspondant, par des droites 
comme O B et O'B' , on partagera les angles AOC et 
AC/C en autant de parties égales -que les arcs AC et 
' . A Cf en contiennent. 

En effet , les cordes AB et AB' étant égales , les 
triangles AOB et A’ O' B’ seront égaux /comme ayant 
tous leurs côtés égaux chacun à chacun (20) , puisque 
d’ailleurs les droites OA , O B , O' A et O'B ' , sont 
égales comme rayons dé cercles égaux : l’angle AOB 
sera donc égal à l’angle A O'B' . Cela posé , les angles 
AOC et A O' C comprenant chacun autant d’angles 
égaux à AOB , que les arcs AC et A' C contiennent 
de parties égales a AB, seront évidemment dans le même 
rapport que ces arcs , et auront pour commune mesure 
l’anglé AOB. 
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Le raisonnement précédent exige que les arcs AG 
et A'C soient commensurables entre eux •, mais la pro- 
position aurait également Heu , quand même ils seraient 
incommensurables ; car on ne peut supposer que les 
angles AOCet A'O'C , fig. 61 , soient dans un rap- fiq. 6 u 
port plus grand ou plus petit que celui de ces arcs. 

Si , par exemple , au lieu d’avoir cette proportion : 

AOC : A'O'C :: AC : A'C' t 

on avait la sùivarfte : 

• A OC : A'O’C' :: AC : A'd , 

l’arc A'd. étant plus grand que A'C , et qu’on divisât 
l’arc AC en parties assez petites pour qu’étant portées 
sur l’arc A'C , un des points de division e tombât entre 
'C et d , on aurait entre les angles A OC , A' O' e, et 
les arcs AC et A’ e , respectivement commensurables , 
cette proportion : 

AOC : A'O'e : : AC : A'e, 

dont les antécédens sont les mêmes que ceux de la pré- 
cédente ; ce tçii donnerait par conséquent 

A'O'e : A'O'e :-. A'd-. A'e, 

résultat absurde, puisque A'O'C < A'O'e, et que 
A'd > A'e. 

Si l’on prenait l’arc A' d! moindre que A' C' , on n’au- 
rait pas non plus 

AOC : A' O' C :: AC: A'd'-, 
car pour le point de division e' , on aurait 
AOC-: A'O'e 1 :: AC .A'd; 
d’où il s’ensuivrait comme ci-dessus , 

A'O'C : A'O'e' :: A’d’ : A’d, 

proportion encore absurde , puisque 

tA'CC' > A'O'e ' , A'd! < A'e. 

Il est évident qye la réciproque de cette proposition 

E a 
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n’a pas besoin d’une démonstration particulière ; car le 
rapport des arcs ne peut être égal à celui des angles , 
sans que ce dernier ne soit égal à celui des arcs ( * ). 

1 10. i er Corollaire. Le rapport des arcs AC et A' Cf 
étant le même que celui des angles AOC et A'O'C , il 
en résulte que ces arcs sont la mesure naturelle des 
angles ; et d’après ces notions , on dit que la mesure 
d'un angle est l’arc de cercle compris entre ses 
côtés , et décrit de son sommet comme centre. Cette 
expression paraît d’abord obscure ; car on ne peut me- 
surer des grandeurs quelconques que par d’autres gran- 
deurs de la même espèce. L’arc de cercle étant une 
ligne , est hétérogène avec l’angle , qui est une sur- 
face (7) ; mais il faut observer qu’on sous-entend ici 
l’arc pris pour unité , et l’angle qui correspond à cet 
arc , et que l’énoncé ci-dessus revient à celui-ci : Tout 
angle contient autant de fois un certain angle arbi- 
traire , pris pour unité ou pour terme de comparaison , 
que l’arc compris entre ses côtés , et décrit de son som- 
met comme centre, contient l’ arc du même cercle, com- 
pris entre les côtés de ce second angle , e£ décrit de son 
sommet comme centre. 

On voit par là que les arcs de cercle ne sont intro- 
duits que pour servir de ternies de comparaison , et que 
pour trouver le rapport numérique de deux angles 
quelcorfques , il faudra chercher , par le procédé du 

(* ) Je crois devoir faire observer que cette proposition, qu’on se 
contentait presque d’énoncer dans les Elétncns adoptes en France 
avant 1794, a été Jdémontréc à peu près comme ci-dessus dès 1760, 
dans ceux de Iiarsten , et l’était peut-être aussi dans de plus anciens 
ouvrages. Le moyen d’ailleurs s’ofïic de lui-mc'me par une forme de 
raisonnement employée par Euclide, pour un semblable passage 
du commcnsurable h l’incommensurable; et comme je l’ai dit 
ailleurs ( Essais sur l’ Enseignement ), lorsqu’on se borne aux pro- 
positions vraiment nécessaires des Elémens de Géométrie, il ne 
reste plus qu'à s’occuper de l’arrangement qui les lie £ mieux les 
unes .aux autres, les rend plus évidentes et plus faciles à retenir. 
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n* 101 , celui de deux arcs décrits de leurs sommets , 
comme centres , avec un rayon arbitraire, maille même 
pour tous deux. 

L’angle qui paraît le plus propre à servir d’unité , est 
l’angle droit. Cet angle comprend évidemment , entre 
«es côtés, le quart de la circonférence ; car si du point O 
comme centre, Jig. 62, on décrit une circonférence, FIG. G?. 
la droite AB en soutendra la moitié (97) •, les deux 
angles droits COB , CO A , étant égaux , comprendront 
chacun la moitié de cette moitié (*n° précéd. ), c’est- 
à-dire le quart de la circonférence entière. On aura 
donc la mesure d’un angle en comparant l’arc compris 
entre ses côtés , avec celui qu’intercepte , sur la même 
circonférence , l’angle droit ayant son sommet au 
centre. - • 

111. 2 e Corollaire. Il suit encore du. théorème pré- ' 
cèdent , que les droites qui divisent un arc en plusieurs 
parties égales , divisent aussi , dans un même nombre 
départies égales, l’angle que mesure cet arc, et que 
parconséquent la division d’un angle se réduit à celle 
de l’arc qui lui sert de mesure. Malheureusement la 
géométrie élémentaire ne fournit que le moyen de di- 
viser un arc en deux parties égales. 

Ce moyeji consiste (107) à élever une perpendiculaire 
CO,Jig. 58 , sur le milieu de la corde AB\ et cette per- FIG 58 . 
pendiculaire divisera aussi l’angle A O B en deux parties 
égales. On peut d’ailleurs se convaincre a priori de l’éga- 
lité des angles AOD et *BOD par celle des triangles de 
même nom. 

On pourra, par le même moyen , diviser de nouveau 
chaque moitié de l’arc AC B, ou de l’angle A OB, en deux 
parties égales,, et pousser ainsi la division suivant le* 
nombres 2, 4. 8, 16, 3 a, 64, etc . ; mais il ne sera pas 
possible de partager cet arc, ou cet angle , en. 3 ,. 5 , etc, 
parties, égales. 

E 3 . 
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112. Théorème. Lorsqu’un angle a son sompiet placé 
sur la circonférence d’un cercle , il a pour mesure 1? 
moitié de l’arc compris entre ses côtés. 

Démonstration. 1°. Je suppose que l’angle proposé 
soit BAC , dont l’un des côtés AC passe par 
FIG. 63- le centre O du cercle , fip,. 63. Si par ce point ou 
mène le diamètre DE parallèle à AB , on fera l’angle 
DOC égal à BAC , comme correspondant par rapport 
à la sécante AC , et ayant pour mesure l’arc DC , 
compris entre ses c<àtés, et décrit de son somnie.t comme 
centre. Ainsi l’arc DC serait la mesure de l’angle 
BAC , si le sommet A de ce dernier était transporté 
en O ; mais l’arc DC est d’abord égal à l’arc AE , 
puisque celui-ci mesure l’angle AOE , opposé par le 
* sommet à DOC , et qui lui est par conséquent égal ; 

puis les arcs AE et BD étant égaux comme compris 
entre des cordes parallèles (108) , il s’ensuit que l’arc 
DC est aussi égal à BD : donc l’arc BC , composé de 
BD et de DC , contient deux fois l’arc DC , donc il est 
le double de la mesure de l’angle BAC. 

, 2°. Soit maintenant l’angle BAG, comprenant le 

centre entre ses côtés. Cet angle étant composé des 
angles BAC , CAG , aura pour mesure la somme de* 
arcs qui mesurent ces derniers ; mais comme ils ont 
chacun un côté qui passe par le centre , leurs mesures 
• respectives seront la moitié de BC et la moitié de CG , 
arcs dont la somme compose la moitié de l’arc BG, égal 
à BC + CG : l’angle BAG aura donc pour mesure la 
moitié de l’arc BG compris entre ses côtés. 

3°. L’angle F AB , qui ne comprend point le centre 
entre ses cotés , pouvant être considéré comme la dif- 
férence des angles FAC , BAC , aura pour mesure la 
différence des arcs qui mesurent ces derniers; mais 
comme leur côté commun AC , passe par le centre, 
leurs mesures respectives sont les moitiés de FC .et de 
£C ; et la différence de ces mesures composant la moitié 
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de l’arc F B , égal à. FC — BC , l’angle F AB aura donc 
pour mesure la moitié de 1 arc compris entre ses côtes. 

4 °. L’angle formé par une tangente et^ar une corde , 
a aussi pour mesure la moitié de 1 arc compris entre ses 
côtés; car l’angle CAH , formé par la tangente AH et 
le diamètre ^Cqui lui est perpendiculaire , étant droit , 
a pour mesure la moitié de la demi-circonférence ABC 
(no); si'on ajoute à cet angle , 1 angle CAG , formé 
par deux cordes , et ayant p^ir mesure la moitié de 
l’arc CG , l’angle total GA H mua pour mesure la moitié 
de CG , plus celle de ABC ™ qui fait la moitié de 
l’arc total ABG , compris entre ses côtés ; et si on re- 
tranche du même angle droit CAH , 1 angle b AC , me- 
suh par la moitié de l’arc FC, la différence b AH de 
c^angles sera mesurée par celle des moitiés de ABC 
et de FC , ce qui revient à la moitié de AF. 

1 13 . 1 er Corollaire. L’angle FAT, formé par la oorde 
AF et par le prolongement AI de la corde AG , a pour 
mesure la moitié de la somme des arcs AF et AG 
soutendus par ces cordes , en dehors de 1 angle qu elles 
forment. 

En effet , l’angle FAI , égal à deux droits moins 
l’angle F AG (t î) , aura pour mesure la différence qu’il 
y a entre la demi-circonférence et la moitié de l’arc 
FG, qui mesure l’pngle FA& ; mai# cette différence 
est égale à la moitié de celle de la circonférence entière 
et de l’arc FG lui-même , ce qui revient évidemment 
à la moitié de la somme des arcs AF et AG . 

114. j>*. Corollaire. Il suit encore du théorème pré- 
cédent, i°.quetouslesanglesqui , comme EGF , Eli F, 
El F, KEF ,fig. 64, ont leur sommet placé à la cir- 
conférence , et s’appuient sur le même arc , sont égaux , 
puisqu’ils ont pour mesure la moitié du même arc EAF, 
compris entre leurs côtés. 

a°. Que l’angle BA C , dont le sommet est sur la cir-» 
conférence , et dont Us côtés AP et AC passent par le% 

E * 
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extrémités d’un diamètre BC , est droit , puisqu'il a 
pour mesure la moitié de la demi-circonférence BGC, 
comprise entrées côtés , ou le quart de la circonfé- 
rence entière (110). 

1 15 . Théorème. L’angle BAC ,Jig. 65 , dont le som- 

met est placé dans le cercle , entre le centre et la cir- 
conférence , a pour mesute la moitié de l’arc BC , 
compris entre ses côtés , plus la moitié de l’arc ED 
compris entre leurs prolongemena. . • . , 

Démonstration. Si QflSe point D , on mène la corde 
DF parallèle à l’un de^TOtés AC de l’angle proposé , 
on formera l’angle B DF égal à l’angle BAC, comme 
correspondant par rapport à la sécante BD , et ayant 
pour mesure la moitié de l’arc BCF compris entre 
côtés , puisque son sommet est placé sur la circon^^ 
rence (1 1 a); mais les arcs ED et FC étant égaux, comme 
compris entre des cordes parallèles (108) , il s’ensuit 
que l’arc BF , égal à BC -f- FC , sera aussi égal à BC 
-f- ED ; et puisque sa moitié mesure l’angle BDF , et 
par conséquent son égal BAC , ce dernier aura aussi 
pour mesure la moitié de la somme des arcs B C et ED, 
somme équivalente à l’arc BF) ce qui est l’énoncé du 
théorème. . • — . • , * ; . 

116. Théorème. L’angle BAC ,fig. 66 , dont le som- 

met est placé hors du ce*le , a poyr mesure la moitié 
de la différence des arcs B C et DE compris entre ses 
côtés; arcs dont Fun tourne sa concavité vers- le som- 
met , et l’autre sa convexité. ... 1 . 1 

Démonstration. En tirant, comme ci-dessus, par le 
point D , la droite DF , parallèle au côté AC , on for- 
mera l’angle BDF ê gai à BAC, comme correspondant 
par rapport à la sécante BD , et ayant pour mesure la 
moitié de l’arc B F compris entre ses côtés ( na); 
mais les arcs ED et FC étant égaux ,. comme compris 
entre des cordes parallèles (108) , il s’ensuit que l’arc • 
BF, égal k BC — EC , sera aussi- égal à BC — ED j 
* * 
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et puisque sa moitié mesure l’angle DDF , et par con- 
séquent son égal BAC , ce dernier aura aussi pour mesure 
la moitié de la différence des arcs B Cet ED , différence 
équivalente àl’arc BF\ ce qui est l’énoncé du théorème. 

1 17. Problème. Elever une perpendiculaire à l’extré-, 

mité A d’une ligne droite AB,fig. 64, sans la prolonger FIG- 64.' 
comme l’exigerait le procédé du n° 3 o. 

Solution. On prendra hors de la ligne AB un point 
quelconque O, duquel , comme centre , etavec un rayon 
égal à AO , on décrira une circonférence de cercle 
BAH ; parle point B , où elle rencontrera ladroite AB, 
et le centre O, on tirera le diamètre BÔC , qui déter- 
minera sur la circonférence un point C : la droite AC, 
qui joint ce point et l’extrémité A de la droite AB , 
sera la perpendiculaire demandée , puisque l’angle B A C 
sera droit ( 1 1 4 ) • 

118. Problème. D’un point donné A , hors d’un cer- 
cle ,fig. 67 , mener une tangente à ce cercle. ^IG. 67. 

Solution. On joindra avec le point A, le point O , 
centre du cercle donné., et on décrira sur AO , comme 
diamètre , une circonférence de cercle qui rencontrera 
le cercle BD B' en deux points , B et B' \ les droites B A 
et B'A, qui joindront ces points avec le point donné A , 
seront tangentes au cercle BDB'. 

En effet , si on tire dans ce cercle les rayons BO et 
B 1 0 , qni, dans le cercle BB'A, seront des cordes, 
les angles OBA et OB' A seront droits , puisque leur 
sommet est sur la circonférence de ce dernier , et que 
leurs côtés passent par les extrémités de l’un de ses 
diamètres (114) donc les droites AB et AB' seront 
tangentes au cercll BDB' ( io 3 ). 

119. Problème. Par trois points A, B , C ,fig. 68, FIG. GS. 
qui ne sont pas en ligne droite , faire passer une cir- 
conférence de cercle. 
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Solution. Si l’on joint les trois points A, B, C, par 
deux lignes droites , AB et BC, ces droites seront 
des cordes du cercle qui passe par las points proposés. 
Elevant sur le milieu de AB la perpendiculaire DE, 
et sur le milieu de BC la perpendiculaire FG , le 
centre O , qui doit être en même temps sur l’une et sur 
l’autre de ces perpendiculaires ( io5) , ne pourra se 
trouver que dans leur intersection , qui aura nécessaire- 
ment lieu (4« )• * 

* , ■ 

iflo. 1 " Corollaire. La construction précédente ne 
donne qu’un seul point pour centre et qu’un seul 
rayon, puisque les droites AO et OC étant égales à 
OB , comme obliques qui s’écartant égalemént des per- 
pendiculaires OD et OF, seront égales entre elles : il 
est donc évident qu’il n’y a qu’un seul cercle qui puisse 
en effet passer par les trois points A , B , C. 

La question devient insoluble lorsque les trois point* 
A, B, C, sont sur la même ligne droite , parce que les 
perpendiculaires DE et GF sont parallèles (3g) , et ne 
se rencontrant plus, n’indiquent plus aucun centre", et 
en effet, aucun cercle ne peut passer par les points pro- 
posés , puisque s’il en passait un , ce cercle aurait troi* 
points communs avec une droite , ce qui serait con- 
traire à ce qui a été prouvé dans le a° g4- 

îai. a* Corollaire. Il suit encore de ,1a même pro- 
position , que deux cercles ne peuvent avoir trois points 
communs sans se confondre ; car si l’on fait sur ces trois 
points la construction indiquée dan? l,e /Problème ci-des- 
sus, on trouvera que les cercles proposés.dpivent avoir le 
même rayon et leurs centres placés dans le même point. 

C’est pour cette raison que deux Stercles ne peuvent 
se rencontrer en plus de deux points. 

122 . Théorème. Deux cercles qui passent par un 
même point de la droite qui joint leurs centre#, n’ont qu 
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ce point de commun, dans lequel il? se touchent par con- 
séquent; et réciproquement, si deux cercles se touchent, 
leurs centres et le point de contact sont en ligne droite. 


Démonstration. i 0 . Si les centres O et O' des cercles 
AC et AC ' , fig. 69 , sont situés tous deux du même fiq, < 5 ^ 
côté du point A , commun à ces deux cercles, sur la 
droite O O' , et qu’on prenne un point quelconque M' 
sur celui des deux qui a le plus grand rayon , en joignant 
ce point avec les centresf O et O', on formera un trian- 
gle O'OM' , dans lequel on aura toujours 


O O' + OM' > O' M' ou 00' -f- OM' > O' A-, 
mais puisque O' A — O O' -j- OA , on en conclura 
00'+ OM' > OO'-f OA , 

-1 • . 

et par conséquent OM'^>OA : le point M' sera donc 
dans tous les cas hors du cercle AC. 


2 0 . Si les centres sont de dilférens côtés du point A y 
en O et O*, par exemple, le triangle OM" O" donnant 
OM"- f- 0"M" > OA + 0"A, on en conclura 

OM">OA, 

puisque O" A — 0“M n ; et par conséquent le point M" 
sera hors du cercle AC. 

La proposition inverse , Comprise dans l’énoncé , ss 
démontre en observant, i°. que si les deux cercles AC 
et AC , n’ont que le point A de commun , et que leurs 
centres, au Lwu d’être sur la droite OA , soient sur toute 
autre droite U M\ en sorte que le centre du petit cerclé 
se trouve en 0 , on aura 

O'o + oA> O' A ou > O'M' ; 
retranchant de part et d’autre O'o , il restera 
oA ;> oM r , 

Ce qui est absurde , puisque oA étant supposé rayon du 
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petit cercle AC, est égal à om, nécessaifement moindre 

que OM'. 

a°. Que si les deux cercles se touchent extérieure- 
ment, comme AC et AC" , il est évident que la plu» 
courte ligne que l’on puisse mener du centre de l’un à 
celui de l’autre , est égale à la somme des rayons , 
et que cette plus courte ligqe passe par le point de 
contact , puisque si l’on joignait le point M" à chacun 
des centres , la somme des droites OM", 0 "M" , serait 
plus grande que celle dés rayons; mais la plus courte 
ligne que l’on puisse mener par deux points étant droite, 
la ligne O A O" sera donc une droite. 

ia 3 . Remarques. J’ai déjà indiqué dans le n° 23, 
les conditions qui doivent avoir lieu pour que deux 
cercles se coupent : elles sont vérifiées de nouveau par 
le théorème précédent ; car on voit bien évidemment 
que les cercles AC et AC cesseraient de se tou- 
cher, et à plus forte raison ne se couperaient pas , si la 
distance des centres, OO', était moindre que la dif- 
férence des rayons, et que si la distance O O" surpassait 
la somme des rayons des cercles AC et AC" , ceux-ci 
ne se toucheraient pas non plus. 

Puisque les cercles AC, AC , AC" , ontleur centre et 
leur point de contact A sur la même ligne droite , la per- 
pendiculaire AD, élevée sur.cette ligne, parle point A, 
les touche tous à-la-fois ( io 3 ). 

De plus il est visible que quoiqu’on ne puisse mener 
aucune droite entre le cercle AC et sa tangente AD , 
on peut néanmoins y faire passer une infiAé de cercles 
différens (*). 

124. Problème. Décrire un cercle qui touche en un 


(*) C’est là ce qu’il faut entendre dans çettg proposition, soutenue 
par plusieurs géomètres, que l'angle de contingence CAB, formé 
entre le cercle et la tangente* est moindre que tout angle rectiligne, ou 
forme par deux droites, quelque petit que soit.ee dernier. La dis- 
cussion ouverte à cet égard n’est venue que de ce qu’on uc s’en-t 
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point donné A ,Jîg. 70 , une droite AB donnée de posi- FIG- 7<* 
tion, et qui passe par un second point donné C. 

Solution. On élevera sur AB , par le point A, la per- 
pendiculaire AO' , puis joignant les points A et C , on 
élevera aussi sur le, milieu de AC, la perpendiculaire 
DO' \ le point O# commune section de ces deux per- 
pendiculaires, sera le centre du cercle demandé. 

En effet, le centre de ce cercle doit se trouver sur la 
droite AO' perpendiculaire à la tangente AB , etpassant 
par le point A , où doit avoir lieu le contact du cercle et 
de la droite AB (io 3 ) ; il doit être pareillement sur Z) O', 
puisque cefte ligne est perpendiculaire sur le milieu 
de la droite AC, qui , joignant deux points A et C du 
cercle demandé, est une corde (io 5 ) : donc il est au 
point O' , où ces deux perpendiculaires se rencontrent. 

ia 5 . Problème. Décrire un cercle qui touche en un 
point donné A un autre cercle donné AE, et qui passe 
par un second point donné C. 

Solution. On joindra, comme dans le problème pré- 
cédent, les points A et C , et la perpendiculaire DO' éle- 
vée sur le milieu de la corde AC , passera par le centre 
du cercle demandé ; on tirera ensuite par le centre O 
du cercle donné et par le point A , une droite qui devra 
contenir aussi le centre du cercle demandé (122); le 
point O' , où cette droite prolongée , s’il est nécessaire , 
rencontrera la droite -DO', sera donc, dans ce cas, le 
centre du cercle demandé. 


tendait pas sur le sens qu'on attachait dans ce cas au mot angle. 
Ceux qui voulaient y appliquer la notion tirée des lignes droites, 
voyant dans l’angle de contingence un espace indéfini CAB , com- 
pris entre le cercle AC et sa tangente , ne pouvaient, avec raison, 
le regarder comme moindre que tout angle rectiligne , puisqu'on 
peut évidemment tirer par le point A une droite qui passe entrelcs 
points Cet B. Mais toute cette dispute, qui ne roulait que sur les 
mots , tomba dans l’oubli dès qu’on s’apperçut qu’elle n’inlcrcssait 
ci» rien les priucipcs. 
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La construction ne changerait pas si le point donné C 
passait en C , dans l’intérieur du cercle donné AE, seu- 
lement le cercle demandé serait enveloppé par celui-ci. 

raS. Problème. Décrire sur une ligne donnée EF, 
FIG. 64 , un cercle tel qûe tous le^ angles ayant leur 

, sommet à sa circonférence , placés du même côté de 
cette droite, et s’appuyant sur ses extrémités, soient 
égaux à un angle donné. 

Solution. On mènera par le point E la droite KM , 
faisant avec EF, un angle KEF , égal à l’aggle donné, 
Ét dont l’ouverture soit tournée du même côté que 
Celle des angles demandés ; il ne s’agira plus que de 
construire , par le problème du n° 1 24 , un cercle qui 
passe par le point F , et qui touche en E la droite KM. 

Il est évident, par le n° 1 14, que tous les angles EGF, 
EHF, EIF, ayant même mesure que l’angle KEF , se- 
* ront égaux à l’angle donné. 

N. B. On énonce aussi ce problème comme il suit : 
Décrire sur une ligne droite EF , un segment (ou une 
portion) de cercle EHFE , capable d’un angle donné. 

127. Théorème. Deux sécantes qui partent d’un même 
FIG 71 P°* nt & P™ h° rs du cerc l e > f l g • 7 1 > étant prolongées 
' jusqu’à la partie de la circonférence la plus éloignée de 
ce point , sont réciproquement proportionnelles à leurs 
parties extérieures-, c’est-à-dire , que l’on a la proportion 

AE : DE CE : BE , 

dans laquelle une des sécantes et sa partie extérieure 
forment les moyens , tandis que l’autre sécante et sa 
partie extérieure forment les extrêmes. 

' Démonstration. En tirant les cordes AC et DB^ on 
forme les triangles AEC et B ED , qui sont sembla- 
bles comme ayant , chacun à chacun , deux angles 
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£gaux ( 55 ), savoir : l’angle ACD et l’angle ABD, dont 
le sommet est à la circonférence , et qui s’appuient sur 
le même arc AD (n4), puis l’angle AED , qui leur 
est commun. Comparant l#urs côtés homologues, on 
obtiendra la proportion 

AE : DE : : CE : BE , ' 

qui fait le sujet de la proposition. 

128. Remarque. Si l’on conçoit que la sécante EC 
tourne autour du point E en s’avançant vers F, pour 
se dégager du cercle, les points C et D se rappro- 
cheront sans cesse , et la différence èntre la sécante et 
sa partie extérieure deviendra de plus en plus petite ; la 
proportion ci-dessiis ne cessant point pour cela d’etre 
vraie , il est naturel d’en conclure qu’elle aura lieu 
lorsque cette différence sera nulle , c’est-à-dire, lorsque 
la ligne CE étant devenue la tangente EF , la partie 
extérieure sera devenue égale à la ligne entière. On aura 
dans ce cas 

AE : EF : : EF : BE, 

proportion qui nous apprend que la tangente EF est 
moyenne proportionnelle entre la sécante BE et sa 
partie extérieure AE. Cette proposition peut aussi se 
démontrer à priori , comme il suit : 

Ayant tiré les cordes AF et BF, Jig. 73 , on a lesFIG. 7*. 
triangles AEF et BEF , dans lesquels l’angle E est 
commun, et les angles EBF et EF A, sont égaux, comme 
ayant leur sommet sur la circonférence et s’appuyant 
sur le même arc AF : la comparaison de leurs côtés ho- 
mologues donnera 

AE : EF : : EF : BE. 

12g. Théorème. Deux cordes AB et CD, Jig. jZ , FIG. jî. 
qui se rencontrent dans un cercle , se coupent en 
parties réciproquement proportionnelles ; c’est-à-dire 
qu’on a 

AE : DE: : CE: BE, . 
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proportion dans laquelle les parties d’une corde forment 

les extremes , tandis que celles de l’autre forment lei 

moyens. 

Démonstration. En tirant les cordes AC et DB , on 
forme les triangles AEC et BED , qui sont semblables 
comme ayant deux angles égaux chacun à chacun ( 65 ), 
savoir : l’angle ACD et l’angle ABD , dont le sommet 
est placé à la circonférence , et qui s’appuient sur le 
meme arc AD (1 14 ) > puis l’angle AEC et l’angle BED , 
opposés par le sommet. Comparant leurs côtés homo- 
logues , on aura la proportion 

AE: DE :: CE : BE , 
qui fait le sujet de la proposition. ' 

Observation. Il est facile de reconnaître que ce 
théorème et celui du n° 127 ne sont que deux cas 
particuliers d’une même proposition, que l’on peut 
énoncer ainsi : 

' Lorsque deux droites qui se coupent , rencontrent en 
même temps une circonférence de cercle, chacune en 
deux points , les distances de leur point de rencontre , à 
chacun de ceux où elles coupent la circonférence du 
cercle , sont réciproquement proportionnelles. 

i 3 o. Corollaire. Si la corde AB passait par le centre , 
ou devenait un diamètre , et que la oorde CD lui fût ' 
FIG. ? 4 - perpendiculaire , fier. 74 , cette dernière serait coupée 
en deux parties égalés (106), et la proportion 

AE: DE: : CE : BE 

deviendrait 

AE : CE :: CE : BE, 

puisque DE = CE ; la droite CE serait donc moyenne 
proportionnelle eHtre les parties AE et BE du dia- 
mètre AB. * 

II 
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Il suit de là que pour trouver une moyenne propor-, 
tionnelle entre deux droites données M et N , il faut les 
jpbrtèr à la suite lune de l’autre , de A en E , et de E 
en B, puis décrire sun leur somme AB , comme dia- 
mètre, un cercle, et élever au point E , où elles se 
joignent, la perpendiculaire EC , qui sera la moyenne 

proportionnelle demandéë. 

, * , \ . . 

i 3 i. Remarque. La proposition qui fait le sujet du 
corollaire précédent, résulte immédiatement de la pro- 
priété du triangle rectangle démontrée dans le n° 74 ; 
car si on mène les cordes AC et CB , l'angle AC B 
étant droit ( 1 14 ) on aura par le numéro cité, 

•AE : CE : : CE : BE. 

Le même ntiméro donne encore cette proportion : 
AE : AC : : AC: AB , 
de laquelle il resuite que la corde menée par l’extrémité 
d un diamètre , est moyenne proportionnelle entre le 
diamètre et le segment formé par la perpendiculaire 
abaissée de l’autre extrémité de cette corde. 


Par là on peut aussi trouver une moyenne 'propor- 
tionnelle entre deux droites données , en prenant îa 
plus grande pour le diamètre AB , portant la seconde 
de A en E , élevant la perpendiculaire EC , et tirant 
la corde AC, qui sera , d'après ce qui précède , la 
moyenne proportionnelle demandée. 

132 . Problème. Partager une ligne AB ,fig. 75, en FIC 
moyenne et extrême raison , c’est-4-dire , de manière 
qu’on ait la proportion ' ' ' ‘ * \ 

AC : BC :: BC : AB, 

7 * L* 1 J . » • 

dans laquelle BC, la plus grande des deux parties de la 
ligne AB , est moyenne proportionnelle entre cette 
ligne et l’autre partie AC. 

Solution. Il faut élevèr à l’une des extrémités de la 
droite AB , la perpendiculaire AE , égale à la moitié 

Géométrie. 7 * édition, f * 
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de cette droite ; tirer BE ; du point E , comme centre 
avec le rayon AE , décrire un cercle ADF , et du 
point B , comme centre avec, un rayon égal à BD , 
décrire l’arc D C : cet arc, coupant la ligne AB an 
point C y la partagera en moyenne et extrême raison. 

Pour le prouver , on prolongera BE jusqu’en F , et 
l’on aura, par le n° ia8 , 

BD : AB : : AB : BF ; 

• d’où on tirera 

AB — BD : BF — AB : : BD AB ; 
mais AB — BD— AB — B C—jÿC ; 

et puisque par construction AE estla moitié de AB , il 
s’ensuit que 

* < AB=iAE=FD , 

d’où ' 

B F — AB=BF — FD=BD=zBC , 

. i «t par conséquent 

•- AC .BC :: BC: AB, 
proportion conforme à l’énoncé du problème. 

i 33 . Problème. Décrire un cercle qui passe par deux 
FIG. 36. points donnés C et D , fig. 76 , et qui tauche une ligne 
droite indéfinie AB , donnée de position. 

Solution. On joindra les points D et C par une 
droite que l’on prolongera jusqu’à ce qu’elle ren- 
contre AB , en A ; on prendra ensuite une moyenne 
proportionnelle entre AC et AD , par le procédé indiqué 
n° i 3 i , et AE étant cette moyenne proportionnelle , 
on la rapportera sur AB , en décrivant du point A , 
■ comme centre , avec un rayon égal à AE , 1 arc EF ; le 
point F sera celui où doit se faire le contact de la 
droite AB et du cercle demandé : on pourra donc dé- 
crire ce cercle suivant le procédé du n° 1 19 , ou par 
Celui du n° 1 st 4 - r , ' . 

Cette solution se prouve ea observant que la ligue AC 
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est une sécante , et que la question se réduit à trouver 
sur AB , la position du point de contact , pour lequel 
on doit avoir , d’après le n° 1 28 , • 

AD : AF : : AF : AC , 

d’où il suit que la distance AF s’obtiendra en prenant 
une moyenne proportionnelle entre AD et AC (*). , 
i34- Théorème. Dans un demi-cercle , les secondes 
puissances deslongueursdescordes^C, AF , qui partent 
de l’une des extrémités d’un diamètre , fig. 74, sont^KJ. 74. 
proportionnelles aux segmens AE et AG , compris sur 
ce diamètre , entre l’extrémité commune à toutes cea 
cordes et le pied de la perpendiculaire abaissée de 
l’autre extrémité. , • . __ . 

Démonstration. Puisque les cordes AC et AF sont 
respectivement moyennes proportionnelles entre le dia- 
mètre AB et chacun des segmens AE et AG ( i3i ) , 
on aura 

. Âc\~AB X A~Ê> ~AF~ ~ÂB x AG, 
d’où l’on conclura 

AC\ AF*: : ÂB X ALE : ÜË X ÂG , 
ce qui se réduit à / 

___ * ‘ ‘ ‘ ' ' ' * » ' - ' “ 

•AC : AF*: : AE : AG , 


(*) Le problème du n° précédent et eelfii-ci sont susceptibles de 
deui solutions. Dans le premier , non-senlement la ligne BD,fg. *5, 
remplit les conditions de l'énoncé , mais encore la ligne BF, en tant 
que AB est moyenne proportionnelle entre BF et BD. ( Voyez ['Ap- 
plication de l’algèbre à la géométrie. ) 

Dans le problème ci-dessus, on peut porter la ligne AE , fig. 76, 
non-seulement de A en Fj mais du côté opposé , en F : on aura un 
second cercle qui touchera la droite AB en F, et qui passera par * 
points D et C. 

Si la ligne Z> (7 devenait parallèle à AB , la construction indiqués 
ne ferait plus connaître le point .F; mais il est visible que, dans cç cas, 
la perpendiculaire élevée sur le milieu de la corde DC, et. qui passe 
par lecentre du cercle demandé, devenant perpendiculaire à la tan- 
gente AB f déterminerait le point de contact F ( io 3 ). 

F a 
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en omettant le facteur AB , commun aux deux termes 
du second rapport. i 

Des polygones inscrits et Circonscrits au cercle. 

i 35 . Remarque. Ï 1 est évidént que puisqu’on peut 
toujours faire passer Un cercle par trois points donnés 
(119), on pourra aussi faire passer Un cercle par les 
sômmets des angles d’uri triangle quelconque ABC, 
t l^i Tcfig. 77. Dans ce cas, le triangle ABC est inscrit au cercle, 
•et le cercle est circonscrit au triangle. . 

Cette propriété du triangle met en évidence celles 
qui oht été démontrées dans les n®‘ 36 , et 5 i. 

On Voit que la somme des trois angles du triangle 
est égale à deux droits ; car chacun d’eux a pour me- 
sure la moitié, de l’arc compris entre ses côtés , et la 
réunion de ces trois moitiés composant te demi-cir- 
conférence, est la mesure de deux angles droits {1 10). 

2°. L’égalité de deux angles ,AetB, entraîne celle des 
arcs opposés, CB et AC , respectivement doubles de 
ceux qui mesurent ces angles (r 12) ; les cordes des arcs 
CB et AC , qui ne sont autre chose que les côtés oppo- 
sés aux angles Aè&B-, seront donc égales (99). La réci- 
proque de cette proposition se prouverait aussi facile- 
ment. ■< * 

3 °. Enfinîe plus grand arc, lorsqu’il est moindre qu’une 
demi-circonférence, étanttoujours soutendu par la plus 
grande corde, il s’ensuit évidemment qu’au plus grand 
des angles du triangle est opposé le plus grand de ses côtés . 
ï 36 . Problème. Inscrire un cercle dans un triahgle 
TIG. 58. donné ABC,fig. 78 , c’est-à-dire , décrire dans l’inté- 
rieur de ce triangle un,cércle qui ne fasse qu’en toucher 
*les trois côtés. • ; - • 

Solution. On divisera en deux parties égales défax 
quelconques des angles de ce triangle (tu), À et B , 
par exemple; le point de rencontre O, des droites AO 
et BO , qui feront cette division , sera le centre du cercle 
demandé. * 


) * 
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En effet, si l’on abaisse dupointO, une perpendiculaira 
sur chacun des côtés AB, AC, BÇ, les triangles AEO, 
ADO, seront égaux ( 34 ), ainsi que les triangles DO B 
et BOF, parce que les deux premiers étant rectangles, 

J un en D, l’autre en E, auront de plus les angles EAO, 
DAO, égaux comme moitiés du même angle DAE, et 
le côté AO cômmun ; qu’il en sera de même des deux 
derniers , qui sont rectangles , l’un en D , l’autre en F, 
dans lesquels les angles DBO, FBO f sont égaux comme 
moitiésd’un même angle DBC , etlecôté BO est com- 
mun : les deux perpendiculaires EO et FO sont donc 
éggles à DO, et par conséquent le cercle décrit du 
point O comme centra, avec un rayon égal à Z? O, ne 
fera que toucher chacun des côtés du triangle AB C. 

Comme on n’a fait usage que des angles A et B , il 
faut encore prouver qu’en combinant avec l’un de ceux- 
ci, l’angle C , on trouverait toujours le même point O. 

Pour cela, on joint le point O et le troisième angle C, 
par la droite OC\ l’égalité (des triangles CEO, CFO, 
rectangles, l’un en E, l’autre en F, ayant les côtés EO 
et FO égaux entre eux, et le côté CO commun ( 54 ). 
prouve que la droite CO divise aussi l’angle C en deux 
parties égales. 

137. Remarque. Puisque par trois points l’on ne peut 
faire passer qu’une circonférence de cercle , il est évi- 
dent que si l’on prenait au hasard, un quatrième point D, 

Jig. 77, ce point pourrait tomber hors du cercle j^BC\ fiQ. 
et alors il serait impossible d’inscrire dans un cercle le 
quadrilatère A CD B ; à plus forte raison doit-il y avoir 
des exceptions pour les polygones «font le nombre des 
côtés surpasse 4 (*)• 


(*) Il est visible par la seule inspection de la figure, que tous le* 
quadrilatères', tels que ACER , dans lesquels la somme des angles 
opposes, E et A , est égale ta dcusdroits(lia),peuventêlrcinsrriu 
au cercle ; taudis que dans ACDB , cette somme surpasse dgu* 
droits pour les angles CmB : et sc trouve moiadits pour A et D (uô). 

F 5 
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• 1 38 . Théorème. Tout polygone d’un nombre quelcon- 
que de côtés, lorsqu’il est régulier, c’est-à-dire lors- 
qu’il a tous ses angles égaux et tous ses côtés égaux, 
peut être inscrit et circonscrit au cercle. 

FIG. 79. Démonstration. Soit le polygone ABCDEF ,fig. 79, 
• dont on suppose que les angles A B C, B CD , CDE , etc. 
soient tous égaux entre eux , et qu’il en soit de même de 
tousses côtés AB, BC, CD, etc. i°. Le cercle qui pas- 
sera par les sommets A , B , C , de trois quelconques 
’ des angles de ce polygone , passera par tous les autres -, 

car si l’on mène du centre O du cercle AB C, les droites 
AO , B O , CO , DO, etc. les trois premières seront, 
par construction , rayons de ce cercle , et par conséquent 
égales; les triangles isocèles AOB et BOC, seront aussi 
égaux , comme ayant leurs côtés égaux chacun à chacun, 
puisque, par hypothèse, BC= AB ; les angles ABO 
et CBO étant égaux, chacun d’eux sera la moitié de 
l’angle ABC du polygone : l’angle B CO , qui leur est 
égal, sera donc aussi la moitié de l’angle BCD égal à 
ABC , par hypothèse ; OCD sera l’autre moitié , et sera 
par conséquent égal à BCO. Cela posé, CD étant, par 
l'hypothèse, égal à CB , les triangles BCO, et OCD 
auront , chacun à chacun, un angle égal compris entre 
deux côtés égaux, seront égaux (16) , et donneront 
OD=OC ; ainsi le point D sera sur la circonférence 
du cercle BAC. On démontrerait de la même manière 
que le point E et tous ceux qui le suivent, s’y trouvent 
aussi. 

a 0 . Si l’on abaisse du point O , centre du cercle cir- 
conscrit, et aussi du polygone inscrit ABCDEF , une 
perpendiculaire OG sur l’un quelconque AB des côtés 
de ce polygone , le cercle GH décrit du point O comme 
centre avec le rayon GO , et touchant , en vertu de sa 
construction , le côté jj.B au point G , touchera aussi 
chacun des autres dans leur milieu; car si du point O 
on abaisse sur le côté BC, consécutif à AB , la per- 


pendiculaire OH, les triangles OBG et OBI! rectan- 
gles , I un en G, l’autre en H, ayant de plus l’angl» 
GBO égal à OBH , et l'hypoténuse O B commune , 
seront égaux (34) ; et donneront par conséquent 
OG=OH : le cercle GH touchera donc BC en 77, point 
qui est le milieu de BC, puisque les obliques O B et OC 
sont égales. Le même raisonnement fera voir que ce 
cercle touche pareillement chacun des autres côtés. 

i3q. Les angles AOB , BOC , COD , etc. formés 
par les rayons, menés du centre O du polygone, à chacun 
de ses angles , se nomment angles au centre , pour les 
distinguer des angles à la circonférence , ABC, BCD , 
CDE , etc. Tous les angles au centre d’un même poly- 
gone régulier, sont égaux, et leur somme étant équi- 
valente à quatre droits (i3), chacun d’eux est égal à 
cette somme , divisée par le nombre des angles ou des 
côtés du polygone proposé. • 


140. Théorème. Les polygones réguliers d’un même 
nombre de côtés sont semblables , et leurs contours sont 
entre eux comme lesrayons des cercles auxquels ilssont 
inscrits ou circonscrits. 


Démonstration. i°. Ces polygones ont leurs angles 
égaux chacun à chacun , les côtés du premier étant 
égaux entre eux et ceux du second étant aussi 
égaux entre eux , les uns et les autres sont tous dans le 
même rapport, et par conséquent proportionnels entre 
eux : ils sont donc semblables. 

2 0 . Les angles A O B et aob , étant égaux, et les 
triangles AOB et abb étant d’ailleurs isocèles, seront 
semblables (66); ils donneront 


AB : ab :: AO : ao : 


et les contours des polygones AB CD EF, abcdef T 
étant entre eux comme leurs côtés homologues AB et 
a b (q3) , .seront donc , d’après cette proportion , dans 
le rapport des rayons AO et ao, des cercles dans les- 
quels ces polygones sont inscrits. 
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La similitude des triangle? AGO et ago, rectangle», 
l’uu en G et l’autre en g, est évidente à cause de l’égalité 
des angles B AO et bao, et donne , 

AO : ad w OG : og, 

d’où l'on conclut 

AB : ab :: OG : og\ 

il en résulte par conséquent que les contours de* 
deux polygones proposés , étant proportionnels à leur* 
côtés homologues AB et ab , le seront aussi aux rayon* 
OG et og , des cercles auxquels ils sont circonscrits. 

î^i • Problème. Un polygone d’un nombre quelcon- 
que de côtés étant inscrit au cercle , inscrire dans le 
même cercle un second polygone d’un nombre de côté* 
double de celui des côtés du premier , et trouver la va- 
leur de l’un des côté» du second. 

flG. 80. Solution. Soit AB ,fig. 80, l’un des côtés du premier 
polygone , et A O B l’angle au centre de ce polygone ; 
on diyisera cet angle , ou l’arc AB* B qui le mesure , en 
deux parties égales(m), au point Z?', et les droites AB' 
et B' B , égales entre elles , seront évidemment deux 
côtés contigus du nouveau polygone. 

«Pour trouver la valeur de AB' , il faut prolonger lë 
rayon B' O jusqu’en D \ on aura alors (i 3 i) 

Âff = B'D X BŒ== AC X B'E-, 

mais comme B'E -=.B '0 — EO , que dans le triangle 
AEO , rectangle on E, le côté 

EO=\ / AO—ÂË’ 

•t que AEn \ AB, B' O^A O, AC— 2 AO, on en conclura 
. B'E— AO — \/ ZÎO- — {^AB) 1 , *;/. 

• 1 ’ - ' 

Zilï—zAO {ao— V AO—Ü AB) ; 

- Hk 

> % « 
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Si l’on prend pour mesure commune, ou pour unité, le 
rayon AO du cercle dans lequel sont inscrits les poly- 
gones proposés , on aura AO~ 1 et il viendra 

. • AM' l/i— ( ï-4^)-}'. 

Si on partageait au point B ", l’arc AB' en deux par- 
ties égales , on aurait de même 

^ = 3 {i — V'i— 

• \ . * » » ’ , •. ' , , , f 

S çur le côté du polygone qui en contient le double 
e celui qui le précède, çt ainsi de suite. 

143- Le plus simple des, polygones réguliers, après 
le triangle équilatéral, est ^ quadrilatère dont les 
angles et les côtés sont égaux. Ce polygone s.e nomma 
ÿuarré. 

La somme des quatre angles»intéri#urs de ce poly- 
gone valant, d’après le h® 8a, quatre angles droits , 
et tous étant égaux, chacun d’eux sera droit; ainsi, le 
quarré ABCD ,fig- 81 , a ses quatre côtés AB , BC , FIG- 8t. 
CD , AD, égaux , et ses quatre angles A , B , C,D , 
droits. 

i 43. Remarques. Le quarré est évidemment un pa- 
rallélogramme (79) qui a ses quatre angles égaux, et 
ses quatre côtés égaux ; il ne faut pas le confondre avec 
le parallélogramme qui n’a que ses côtés égaux , et dont 
les angles sont inégaux : ce dernier , «dont la figure 8a FIG. 8s. 
représente un cas , se nomme rhombe ou losange. 

■ 4 •' • 1 " Z / ' 

Quand les côtés contigus sont inégaux , mais que les 
angles demeurent droits, le parallélogramme étant rec- 
tangle, se nomme simplement rectangle ; ABCD , 
jpg. 83 , est un rectangle. FIG. 83. 

Il est visible que tôt* rectangle p'eut s’inscrire dans 
un çercle , car les diagonales AC et BD étant égales 
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dans ce cas , se couperont en un point O , également 
éloigné des points A , B , C , D , puisqu’ en général 
AO = OC, DO— O B (80); et par conséquent ces 
points se trouveront sur la circonférence du cercle 
décrit du point O comme •centre , avec un rayon égal 
à AO. 

144. Problème. Construire un quarré sur une ligne 
Î IG- 81. donnée AB , Jig. 8 1 . 

Solution. Il faut élever sur les extrémités A et B de 
cette droite, deux perpendiculaires AD et BC, que 
l’on fera égales à AB ; joignant leurs extrémités C et D 
par une droite, on aura le quarré demandé AB CD. 

En effet, les côtés DC et AB étant parallèles et 
compris entre parallèles $AD et BC, seront égaux ( 54 )'» 
les angles ADC et B AD , internes d’un même côté , 
valant ensemble deux droits ( 47 ) , et le second étant 
lui-même droit-par construction, le premier sera droit 
aussi; on prouvera la même chose pour B CD , en la 
comparant avec ABC. 

1 45 . Problème. Inscrire dans un cercle les polygone* 
de 4 > 8 , 16 , 3 a , 64, etc. côtés. 

Solution. La question se réduit à inscrire d’abord 1 
celui de quatre côtés, puisque les autres se formeront 
parson moyen, d’après le n° i^i. 

FIÜ. 84. Pour inscx ire dans le cercle ABCD,Jig. 84, un quarré, 

il faut, perpendiculairement à un diamètre quelconque 
AC, en élever un autre BD , ce qui déterminera sur 
la circonférence quatre points, A, B , C, D, lesquels 
étant joints par des droites , formeront le quarré de- 
mandé. •• • 

* En effet, les angles ABC, BCD , etc. sont tous droit* 
(n 4 ), et les côtés AB , BC, CD, AD, sont égaux, 
comme étant les hypoténuses des triangles rectangle* 
AOB , BOC, DOC, AOD , •visiblement égaux entre 

« UX ( 1 6 ) - , y.-. . i 1 ‘ 


% 
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/ "Le tnangle rectangle AOB donnant 

JLB % — 1 o'+BO= 2 AÔ\ 
puisque AO=BO , on en conclura 
AB = AO l/àT 

' * I 

et en prenant le rayon AO pour unité , il viendra seu- 
lement „ . , 

- »****• •**•!'« ... 

AB=\ZT(*). 

Sil’on substitue cettevaleurdanscellede^Æ', n° 141» 
puis cette dernière dans celle de AB", et ainsi de suite, on 
aura successivement la longueur des côtés dès polygones 
de 8, 16, etc. côtés, rapportée à celle du rayon du 
cercle. ^ 

146. Problème. Inscrire dans un cercle les polygone» 
de 3 , S , 12, 24, 48 > etc. côtés. 

Solution. Le côté de l’hexagone régulièr s’offre le 
premier ; il est égal au rayon du Cercle inscrit. ' En 
effet, dans ce polygone, l’angle au centre AOB ,fig. 85 , 
étant la sixième partie de quatre droits , est égal à £ ou 
T d un seul; retranchant cette quantité de deux droit», 
il reste 2 — * ou les f d’un droit pour les deux autres 
angles B AO , ABO ,è gaux d’ailleurs entré eux, ce qui 
fait encore J d’angle droit poür chacun : le triangle 
ABO ayant ses trois angles égaux, sera nécessairement 
équilatéral (37), et donnera par conséquent AB=AO. 

On inscrira donc un hexagone dans un cercle, en 


(*) Le procédé pour obtenir AB e'tant rigoureux , il s'ensuit que 
la géométrie donne exactement la grandeur de l’incommensurable 
a , que l’on ne peut obtenir que par approximation , avec le se- 
cours des nombres ; mais il est important d’observer que cette exac- 
titude n’est qu’intellectuelle j car si l’on voulait comparer AB avec 
AO , ponr en trouver le rapport , suivant le procédé du n° 5, on 
n’arriverait qu’à un résultat approché, et qui le serait beaucoup 
moins que ceux que l’on peut déduire du calcul. 
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portant le rayon du cercle six fois sur sa circonférence; 
et en joignant par des droites, les points de division con- 
sécutifs. En prenant AO = i , 0 n aura AB=z i , et 
on s’élèvera, par le moyen de cette valeur et des for- 
mules du n° 141 , aux valeurs des côtés des polygones 
inscrits , de 1 a , 24 , 48 , etc. côtés. 

t P° ur parvenir à la valeur du côté du triangle équila- 
téral inscrit A CE , il suffit d’observer que ce triangle 
se forme en joignant par des droites les angles dé 
1 hexagone, pris de deux en deux , et que le triangle 
ACD , rectangle en C (11^), donne 

AC=V~ A 'd —~ED- t*AoS~AO=: AO\Tî\ 

«t en faisant AO=i , il viendra ACz=z \/Z. 

1 47 - P&blème. Inscrire dans un çercle les polygones 
de 5 , io, 20 , 40 , etc. côtés. 

Solution. On trouve premièrement le côté du poly- 
gone qui en a dix, ou du décagone, en prenant le plus 
grand des deux segmens du rayon partagé en moyenne 
et extrême raison ( i32 ). 

En effet, dans ce polygone , l’angle, au centre AOB, 
FIG. 86 . 7 %- 86, est la dixième partie de quatre droits, ou l'es J- 
d un seul; il reste pour les angles A BQ et B AO , 
3 — I d angle droit, ou £ , ce qui donne j pour chacun : 

J angle B A O est donc double de l’angle AOB. Sji l'on 
mène AG, qui fasse avec AB , l’angle BAG égal à AOB, 

- . les deux triangles ABG et AB O ayant encore un angle 
commun B , seront semblables ( 65 ) , et donneront 

: AB : : AG : AO ) 

| *r, le triangle ABO étant isocèle, le triangle ABG 

le sera pareillement : on aura donc ■ < ~ .■ 

AG ~ AB. ■; * 

pe plus , l’angle BAG étant égal à AOB, ou anx f d’un 
droit, sera la moitié de B AO , qui en yaqt|; l'autre 
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înoitié GAO sera par conséquent égale à AO B, ce qui * 
donnera (57) • 

G O £= AG == AB ; 

et ïa proportion précédente devenant alors 

BG : GO : : GO.BO, 

y 

montre que le rayon B O est en effet partagé, an point G , 
en moyenne et extrême raison, et que AB est égal au 
plus grand des deux segmens. 

Si l’on joint par des droites les angles du décagone , 
pris de deux en deux, on aura le pentagone. Je ne 
m’arrêterai pas à calculer le côté du décagone , parce 
que cette recherche est plus curieuse qu’utile. 

148. Remarque. On a dû s’appçrcevoir facilement 
que l’inscription des polygones dans le cercle, revenait 
à la division de la circonférence en un certain nombre 
de parties égales . Les procédés indiqués pour inscrire 
les polygones de 4, 8 , 16, 3 a , etc. côtés , ceux de 3 , 

6 , 12,24, etc. ceuxdeô, 10, 20, 40, etc. serviront 
à diviser la circonférence d’un cercle, suivant les 
nombres de ces diverses progressions. 

Il est à propos de remarquer que l’on peut aussi la 
diviser suivant la progression t 5 , 3 o , 60, etc., parce 
que le polygone de six côtés donnant la sixième 
partie de la circonférence , et celui de dix en donnant 
la dixième partie , la différence des arcs soutendus par 
les côtes de ces polygones., sera égale A ± ~ delà cir- 

conférence , ce qui revient à de la circonférence. En 
portant donc de A en H le rayon du cercle , l’arc BU 
sera cette 1 5 e partie , et sa corde sera le côté du po- 
lygone de i 5 cotés, ou du pentédécagone. Au moyen 
de la division continuelle des arcs en deux parties 
égales, ou de leur bissection , on^btiendra les poly- 
gones de 3 o , Go , etc. côtés (*). 


(*) Ces dirmons de la circonférence du cercle, ne sont pins les 
seules que l’on puisse effectuer geoinétriquecient j M- F. (ixuSs, 
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, i 4 d- Problème. Un polygone régulier d’trn nombre 
quelconque de côtés étant inscrit dans un cercle , cir- 
conscrire à ce cercle un polygone régulier du 
même nombre de côtés ; et réciproquement , le po- 
lygone circonscrit étant donné , construire le polygone 
inscrit. 

FIG. 87. Solution. Soit abcde ,fig. 87 , le polygone proposé; 
on tirera les rayons Oa, Ob, Oc, etc. à l’extrémité 
desquels on élevera les perpendiculaires AE , BA , 
CB t etc. l’ensemble de ces perpendiculaires qui tou- 
cheront la circonférence du cercle abcde , sera le po- 
lygone demandé. , ' 

En effet, les triangles aAb, bBc , cCd, etc. sont 
tous égaux et isocèles , parceque lescôtés ab, bc, cd, etc. 
•ont égaux, et que les angles Aab , Aba, Bbc , Bcb , 
Ccd, Cdc , etç. formés sur ces côtés, comprenant 
des arcs égaux , ab , bc, cd, etc. sont aussi égaux (1 î/Ç) : 
on aura donc 

i°. aAb~bBc — cCd , etc. 
a°. aA~Ab — bB — Bc — cC— Cd, 
d’ou l’on conclura 

• AB=aAb , BC—uBc , CD— aCd , etc; 

et par conséquent 

AB ^=BC= CD ,’etc. 

« 

Le polygone ABCDE ayant donc ses angles égaux 
ainsique ses côtés, sera tel qu’on le demande. 

On déduira le polygone inscrit du polygone circons- 


dans un ouvrage intitulé Disqwsitiones arithmeticce , ( publié èn 
1801 à Leipsig, et traduit en français parM- Delisle), prouve que 
l’on peut opérer de Ame la division en a" -f- 1 parties, lorsque ce 
nombre est premier (voyez aussi le Complément des Elem. d' Al- 
gèbre). De là résulte d’abord la division en 17 parties, dont il y a 
aussi une démonstration particulière , mais qui n’est pas d« nature 
à trouver place ici. 
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xrit, en joignant les points a, h, c, d , etc. qui sont les 
milieux des côtés de ce dernier , et dans lesquels il 
touche la circonférence. . , ... i 

Pour s’en convaincre , il suffît d’observer que les 
triangles aAb, bBc, cCd, etc. sont maintenant 
égaux comme ayant un angle égal compris entre deux 
côtés égaux chacun à chacun , puisque les angles A, 
B, C , etc. sont ceux d’un polygone régulier , et que 
aA, Ab , b B , etc. sont les moitiés des côtés AÈ , 
AB , BC y etc. égaux entre eux. Il résulte de là que les 
côtés a b , bc ,cd , etc. sont égaux, que les arcs qu’ils 
soutendent le sont aussi; et que par conséquent les angle* 
abc , bcdy etc. dont le sommet est à la circonférence, 
et qui comprennent entre leurs côtés un même nombre 
de ces arcs , sont égaux entre eux ( 1 14)- JLe polygone 
abcde ayant ses angles et ses côtés égaux, est donc 
le polygone inscrit demandé. , . -, 

On pourrait aussi former le polygone inscrit db'dd'e', 
qui ne diffère de abcde que par sa position , en tirant 
les droites AO , B O , CO , etc. des angles du polygone 
circonscrit ABCDE au centre du cercle inscrit , et 
joignant les points d ,V ,c , etc. où ces lignes rencontrent 
la circonférence de ce même cercle. Eu effet, puisque 
AO=BO , h' O ,'=b l O , on aura . .-x. t .vu 

AO : dO : : BO : V O \ 

et par conséquent la droite d b' sera parallèle à AB 
( 60 ) ; les triangles A O B , d Ob' , seront sembla- 
bles ; il en sera de même de Z? O Cet de b' Oc ' , et ainsi 
de suite: les côtés d b ' , b' d , d d ! , etc. étant homo- 
logues à AB , BC , CD , etc. seront donc nécessaire- 
ment égaux entre eux > et l’on prouvera , comme ci- 
dessus , qu’ils comprennent des angles égaux. 

i 5 o. Corollaire. On peut trouver, d’après ce qui 
précède, la valeur du côté AB du polygone circonscrit, 
en considérant les triangles OGa et OAa qui sont sero- 
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blables, comme ayant chacun un angle droit, Tun en m, 
l’autre en G, et un angle commun en O; et dans 
lesquels aGet Aa sont les moitiés des côtés ab et AE 
des polygones inscrit et circonscrit correspondons. On 
tire de là' 

• OG\ OaY. aG \ aA « 
ou OG: Ga:z iab H AE. 

d’où il résulte 

AE ou AB = 

en observant que lé triangle rectangle ÙGa, donne 



i5i. Remarque. Il est important d’observer qu'à 
mesure qu’on multiplie les côtés du polygone inscrit , 
son contour augmente ; tandis que celui du polygone 
circonscrit diminue dans la même circonstance. En effet, 
FIG. 88. si on divise en deux l’arc aab , Jig. 88 , et qu on tire 
les cordeB a a! et a! b * on aura deux côtés consécutifs du 
polygone inscrit, d’un nombre de côtés double de 
celui des côtés du polygone auquel appartient ab. 
Tirant ensiîite A' B' perpendiculairemqpt à a' O, les 
/ droites aA! , A'd , a' B’ , B 1 b‘, seront des demi-côtés 
du polygone circonscrit correspondant à celui dont au' 
fait partie ( i4g). Maintenant il est visible que les por- 
tions aAb , aA'B'b , ab, a a' b', seront contenues dans 
1 les polygones dont elles font partie , autant de fois que 
l’arc dû b l’ést dans la circonférence entière, et seront 
par conséquent des parties semblables de chaque po- 
lygone v et puisque 

ad -f - a' & > ab , 

le contour du nouveau polygone inscrit surpassera celui 
du second. Il n est pas moins évident que 
B' A' <AA' + AB' (i5), 


ab X Ou 
l/~ — abY 


I 
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37 , 


d’où il suit 

a A! D'b < Aa -j- b A, 

et que par conséquent le contour du second polygone 
circonscrit est moindre que celui du premier. 

Cela posé, puisque le polygone inscrit, toujours 
moindre que le polygone circonscrit correspondant , 
augmente de contour, quand t on multiplie ses côtés, 
tandis que celui-ci diminue, il en résulte que la 
différence entre les deux polygones décroît aussi dans 
la. même circonstance. On peut même , quelque 
petite que soit la quantité donnée <T, trouver deux po- • 
lygones, l’un inscrit, l’autre circonscrit, tels que la 
différence de leurs contours soit moindre que cette 
grandeur. Pour s’en convaincre , il faut se rappeler que 
les contours de deux polygones réguliers d’un même 
nombre de côtés, sont entre eux comme les rayons des 
cercles auxquels ils sont circonscrits 04 °) '» car si l’on 
désigne par Pie contour du polygone ABCDE,fig. 87, FIG 
et par p celui du polygone abc de, op aura 

P: pi: Ou: oc. 

d’où l’on conclura 

P-p’.P:: Oa-OG^ Oa,exP—p — a:G ^ <P - 

Mais rien ne s’oppose à ce que l’on rende a' G plus petit 
que telle grandeur donnée qu’on voudra ; car , ayant 
porté sur le rayon O a' une partie a' G de la petitesse 
demandée, et tiré la corde ab , si l’arc a a' b n’est pas 
aliquote de la circonférence , il n’y aura qu’à prendra 
une partie aliquote moindre que cet arc, et la ligne : 

analogue à a G sera encore plus petite. 

On peut donc , en multipliant autant qu’il sera né- 
cessaire , les côtés du polygone inscrit, rendre la quan- • 
tité P — p aussi petite qu’on voudra. 

Géométrie. 7“ édition. G 


1 
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j 5a. Corollaire. Puisque , d’après ae qui précède, les 
contours des polygones circonscrits diminuent sans cesse 
à mesure qu’ils approchent de la circonférence du cer- 
cle , tandis que ceux des polygones inscrits augmentent 
toujours dans la même circonstance , il est visible que 
la circonférence du cercle est moindre que le contour 
du polygone circonscrit , et plus grande que celui du 
polygone inscrit. Cette circonférence différera donc 
moins de l’un quelconque de ces contours , qu’ils ne 
diffèrent entre eux ; et l’on pourra par conséquent 
trouver un polygone , soit inscrit , soit circonscrit , tel , . 

'que la différence entre son contour et la circonférence 
du cercle , soit moindre qu’une grandeur donnée, quel- 
que petite qu’elle soit. \ 

C’est sur cette propriété que repose le procédé 
qu’ Archimède employa pour parvenir à déterminer d’une • 

manière approchée , le rapport de la circonférence au 
diamètre , et j’en ferai un usage semblable, lorsque 
j’aurai montré que ce rapport est le même dans tous 
les cercles ; pouf cela j’établirai un théorème qui 
pourra s’appliquer à toutes les propositions du genre 
de celle que j’ai à démontrer. 

1 53. Théorème. Si deux grqjideurs invariables A et B 
sont telles qu’on puisse prouver que leur différence 
A — B est moindre qu’une troisième grandeur i', quel- 
que petite que puisse être cette dernière, ces denx 
grandeurs sont égales entre elles. 

Démonstration. En effet, si elles étaient inégales on 
aurait nécessairement A — B=zD , D marquant leur 
différence ; il ne serait donc pas possible de prendre £ 
au-dessous de D , et par conséquent aussi petite qu’on 
voudrait. 

Observation. Il faut bien faire attention dans la pro-^ 
position ci-dessus au mot invariable ; car on peut bien 
trouver par exemple une expression de Va qui diffère 
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de la vraie , d’une quantité moindre que telle autre 
qu’on voudra, sans cependant Arriver jamais à la va- 
leur exacte de 1/2 ; mais les résultats changent à chaque 
nouvelle approximation , tandis que les grandeurs A 
et B ne sont susceptibles l’une et l'autre, que d’une 
seule détermination. 


1 5 4 - Théorème. Les circonférences des cercles sont 
entre elles comme leurs rayons ou leurs diamètres. 

Démonstration. Puisque , quel que soit le nombre de 
leurs côtés, pourvu qu’il soit le même dans l’un et 
dans l’autre, deux polygones sont entre eux comme les 
rayons des cercles dans lesquels ils sont inscrits , si on 
désigne par p et p' les contours de ces polygones, et 
par R et R' les rayons des cercles cotrespondans , on 

aura— de plus on peut concevoir que le nombre 

des côtés des polygones soit tel que les différences entre 
eurs contours, et la circonférence du cercle dans le- 
quel chacun d’eux est inscrit, soient au-dessous de telle 

C 

grandeur qu’on voudra. Si donc -g est le rapport des cir 

C r xf 

conférences, la différence entre les rapports — et — ^ 

s’il en exisle une, pourra être réduite à tel degré de 
petitesse qu’on voudra. Cette différence étant aussi 

celle des rapports invariables ~ et^-, puisque —=~ il 

L R p R* 

s’ensuit que Ton peut prouver que la différence entré 
C 

les quantités invariables et , est au-dessous de toute 

grandeur donnée : on aura donc, par la proposition pré- 
cédente , 


£=~,ouC:C::R:r', 


g a 


0 


1 * 
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ce qui donne aussi 

\ • * 

C: C' :: aR: aR'ou :: d : D', 

en appelant D et D 1 les diamètres des cercles propo- 
sés (*). 


(*) Cette proposition peut se prouver de plusieurs manières immé- 
diatement, par des raisonnemens analogues à ceux du n° 58 , en ob- 
servant que, quelque peu différens que soient l’un de l’autre deux 
cercles , on peut toujours concevoir un polygone régulier plus grand 
que l’un et plus petit que l’autre. Cette proposition , qui résulte évi- 
demment de celle du n° 1 5 a , a été présentée par Euclide ( lis. XII , 
proposit. 16) sous une forme très-élégante. Cet auteur suppose qu’on 
FIG. 8g. ait décrit les deux cercles sur un centre commun (X , fig. 8g. Il est 
visible alors que si on mène la tangente MN au cercle intérieur , et 
qu’on prenne sur le cercle extérieur une partie aliquote moindre qu« 
l’arc MQN , le polygone U EF GU’, construit sur cette partie, 
n’atteindra point la circonférence du petit cercle. 

Voici comme Maurolycus , auteur d’un Commentaire très-estimé 
sur Archimède, imprimé à Panorme en Sicile, sous la date de i685 , 
s’est servi de cette remarque pour démontrer la proposition ci-dessus 
( pas- 5 et suif. ) : 

Si l’on n’avait pas C: C :: DO : dV, mais C : C : : DO . V CT, 
jyçy ^ un£ > dO\ on décrirait sur DO’ un cercle concentrique 
au cercle C*, etl’on inscrirait dans le premier un polygone/)' Æ' F GW, 
qui n’atteignit pas le second : comparant ce polygone à son corres- 
pondant DEFGH dans le cercle C, et désipant Us contours res- 
pectifs de ces polygones par p’ et p, on aurait 

DO-.uq-.-.p.p', 

d’où il suivrait 

, C : C : : p : p', 

proportion absurde , puisque C > p , O < p . 

On ne peut pas supposer non plus moindre que d! (7 le quatrième 
terme de la proportion dont les trois premiers sont C , G, 1)0 j car 
si cela était, en le désignant par X, on aurait . 

X.DO.dOT.Z, 

Z étant > DO ; et renversant la proportion C: C:: DO : X, il en 
résulterait 

c-. c-..x.DO..dor .z-, 

c’est-à-diie que le quatrième terme de la proportion C : C s d' & : Z 


* 
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1 55. Corollaire. La proposition précédente fait voir 
que le rapport de la circonférence au diamètre est le 
même dans tous les cercles, et quon peut, au moyen 
de ce rapport, calculer la longueur d’une circonférence 
dont on connaît le rayon. En effet , si 7 désigné ce rap- 
port, ou, ce qui revient au même, la circonférence du 
cercle dont le diamètre est pris pour unité, on aura 
cette proportion : 

î : t :: 2 R : C , 

de laquelle on tirera 

„ „ „ C 

C=htR, etR = 

27 

formules avec lesquelles on calculera la circonférence C , 
lorsque le rayon R sera donné , ou le rayon quand on 
connaîtra la circonférence. 

156. Problème. Trouver le rapport approché de là 
circonférence au diamètre. 

' Solution . Il est évident par le n° i 52, qu’on résoudra 
cette question, en calculant dans une des suites de poly- * 
gones qu’on sait inscrire , le contour d’un certain nombre 
des premiers , et le contour des polygones circonscrits 
correspondans. On aura par ce moyen deux suites de 
nombres , les uns plus petits que la circonférence , les 
autres plus grands; etl’on s’arrêtera lorsque la différence 
desnombrescorrespondans, desdeux suites, sera devenue 
moindre que le degré d’approximation qu’on veut obtenir 
dans la valeur de la circonférence. Je vais appliquer à 
cette recherche les polygones de 6 , 12 , a4, etc. çâtés, 
inscrits et circonscrits au cercle dont le rayon = 1 . 

serait plus grand que le rayo* du second cercle , ce qui a été prouvé 
absurde dans le premier cas de la démonstration. 

L’avantage qu’on peut trouver à ce tour de démonstration, qui 
qst, comme on le voit, très-ancien , c'est qu'il met, en quelque 
forte, sous les yeux le polygone qu’il faut considérer. 

G 3 
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Soient d’abord , a le côté d’un polygone inscrit 
quelconque , A celui du polygone circonscrit corres- 
pondant , a enfin celui du polygone inscrit com- 
prenant le double de côtés du premier; on aura (i5o) 


«*040, 



a' — Va ( 1 — V * — i û “) = V^a — VA — a<l - 


En commençant J>arl’hex'agone inscrit, onauraa=i , 
on trouvera A= .- . Le contour de l’hexagone inscrit 

y 3 

sera par conséquent 6 , celui de l’hexagone circons- 
cr - t ; et la circonférence se trouvera comprise 


entre ces deux nombres : on obtiendra des limites plus 
resserrées en passant aux polygones réguliers de xa 
côtés et aux suivans. « 


Soient donc a!, a ", a", etc. les côtés des polygones 
inscrits de ia, de 24 , de 48 , etc. côtés, A', A", A ", etc. 
les côtés des polygones circonscrits correspondans ; le 
rayon du cercle étant 1 , sa circonférence sera 2 w (i55); 
et si , pour abréger, on pose 


u- 


/=iV/4— a!\ r"—iy/4—a"',r”='-\/4—a"\ etc. 
on aura par les formules précédentes 


a'= Va — V\ 

a' 

A ~ fl 5r 

f >12 a f 
\<l» A' 

a"= lA— zr', 

A = ÿïl 

S >M a " 
10 4A" 

V a — a r". 

a" 

Ar z=.-pg- , 2 7r 

4>48 a* 
l<48yr 


Digitized by Google 



DE GÉOMÉTRIE. Iû 3 

* % 

On trouvera successivement [/ 3 = 1 ,7320608075^8877 (*) 


a' =0,517638090205 
/ =0,965925826289 

a " =0,26 io5238444° 

r" =0,99 1 44486 1 374 
o* =0, i3o8o625846o 
7" =0,997858923234 
c ,v =o,o 65438 i 65643 
r ,T =0,999464587476 
C T = 0,032723463253 
r v =0,999866137909 
a v< =0,016362279208 

r T * =°> 999 . 9 66535 9 1 7 
c Tl ' =0,0081 8 1208052 
r’'” =0,999991633444 
G v,it =0,004090612582 
r v "' =0,999997908359 
a' x =o, 002 o 453 o 736 i 

r '* = 0 >99.9.9.99477 o8 9 
a* =o,ooio226538i4 

J 1 =°>999999 86 9 2 7 2 
G XI =0,OOo5l 1326924 
=.0,999999967318 


12 a' =6,21 16571 > 
12 A! =6,4307806) 

24 a" =6,2652572! 
24 A" =6,3193199/ 
48 a" =5,27870041 
48 AT =6,2921724) 
96 o ,v =6,2820639} 
96 A ,T =6,2854292) 
192 a y =6,2829049} 
192 A y =6,2837461/ 
384 a vl =6,a83ii52i 
384 • / ^ v, =6,2833260/ 

768 a v “ =£, 2831678} 
768 A " 1 = 6 ,a 83 a 2 o 3 / 
i 536 a ïm =6,2831809} 
1 53 6 ^ v,,, = 6 , 283 i 941 / 
3072 a ,x =6,2831842) 
3072 A ,x =6,2831875/ 

6144 a* =6,2831850) 

6144 A* =6, a 83 i 858 / 
12288 a" =6,283i852i 
12288 A XI =6,2831854/ 


On voit par ce tableau comment les contours des po* 
lygones inscrits et circonscrits, correspondais, se rappro- 
chent de plus en plus ; ceux des polygones de 12288 côtés 

ne diffèrent que de deux unités décimales du septième 
ordre. Les sept premiers chiffres , communs à l’un et à 
l’autre , appartiendront nécessairement à la circonfé- 
rence du cercle , dont la longueur sera par conséquent 
6, 283 1 85 , à moins d’un millionième près. 


Si l’on prend pour la circonférence du cercle , le 


(*) f^oyez Mémoires de P Académie des Sciences , 174? j P a g- il'*- 

G 4 
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milieqentre le contour du polygone inscrit et celui du po- 
lygone circonscrit de 12288 côtés, on aura 6,283 1 853 
valeur qui est exacte jusqu’au dernieï chiffre inclusive- 
ment ; le rapport du diamètre à la circonférence sera 
donc 2: 6,283 i853, ou 1 : 3,i4i5q26, en divisant se* 
deux termes par a. Ainsi 3 , 1415926 est une valeur ap- 
prochée du rapport désigné par dans len° 1 55 ; et en 
faisant C=i, on trouvera 2R=o, 3 183099, nombre 
qui représente le diamètre, lorsque la circonférence est i . 

Archimède s’arrêta au polygone inscrit et circonscrit 
de 96 côtés, et trouva que la circonférence du cercle 
était < 3 et > 3 £7-, ce qui donne le rapport si 
connu de 1 ; 3 $ ou 7 : 22. Depuis on a poussé l’exacti- 
tude beaucoup plus loin •, mais parmi les divers rapports 
connus, celui de 1 13 à 355 , mérite une attention parti- 
culière par sa simplicité et son exactitude , puisqu’étant 
évalué en décimales, il donne 3,1415929, résultat vrai 
jusqu’au sixième chiffre décimal. Adrien Métius , en 
rapportant dans sa Géométries practica le rapport ci- 
dessus , l’attribue à son père Pierre Metius , comme 
l’ayant publié dans une Réfutation de la quadrature du 
cerclé , de Simon Duchesne (*). -- - . . 

iSj. Remarques . La formation du tableau piecedent 
n’est pas le moyen le plus expéditif pour parvenir à la 
valeur du côté du dernier polygone inscrit qu il ren- 
ferme -, on réduit à la moitié le nombre des extractions 
de racines en calculant, au lieu des côtés des polygones 
FIG. 80. intermédiaires , les cordes BC, B'C,fig. 80, des arcs 


(f) Les recherches des savans anglais dans l’Inde , nous ont fais 
connaître un rapport de la circonférence an diamètre pins appro- 
ché que celui d’Archimède , et qu’ils regardent comme plus an- 
cien : c’est celui de 3927 h taôo, consigné dans un ouvrage des 
Bramincs, intitulé Ayeen Akbery. Il revient à 3 ,t 4 iô: >1 est exact 
jusqu’aux dix millièmes, et dépend par conséquent du polygone 
de 7G8 côtés. 
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qu’H faut ajouter aux arcs AB et AB', pour compléter 
la demi-circonférence. En effet , 

* BC~Ÿ B'C=\/ ~ÂC — ÂB'\ 

puisque ]fs triangles../^2?C , AB Cf formes sur le dia- 
mètre AC et ayant un de leurs angles à la circonfé- 
rence , M>nt nécessairement rectangles (n4)- Si i on 
prend le rayon AO pour l’unité , que l’on désignées 
et AB', par a et a', BC et B'C par»6 et b', à cause d« 
AC= a, on trouvera 

b= b'— V/4— 

et comme on a , par le n° précéd 2 — ]/ 4 — a % 
il viendra 

a'— y' z — b ou a H = 2 — b ; 
mettant cette valeur dans celle de b', il en résultera 
Z/= s/e + b: 

on passera donc de b à b' en prenant la racine quarrée 
de la première quantité augmentée de a. Il est évi- 
dent qu’on aura de même b“ — \/ z + b', b" représen- 
tant la corde B" C de l’arc correspondant à AB", moitié 
de AB' , et ainsi de suite. 

En partant de a = 1 , on trouvera 

' b— ÎS 3 = 1 ,73ao5o8o75, 
b ' = \S z - f - 1,7320508075= i,g3i 85 i65a5 
b " = V ' z -f- i, 93 i 85 i 65 a 5 = 1,9828897227 
b ” = V ' z -f- 1,9828897227= 1,9957178465 
b " = ]/ a -f 1,9957178465 = 1,9989291749 
b " ■= 1/ 2 + 1,9989291749 = 1,9997522758 
Z»” = V ' a - f - 1,9997322708= 1,9999330678 
è vi, = v ' 2 -j- 1,9999330678 = 1^3,9999330678; 
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et comme b répond au polygone de 6 côtés, b' répondra 
à celui de 12 , 2>" à celui de 24, b" à celui de 48 , 4” à 
celui de gG, ô T à Celui de 192, b n àceîui da 384 , eti y,1 à 
< celui de 768. En nommant a* 11 le côté de ce dernier, 

on aura 

« w = v/ 4 -3,999955^78 

= o, 008181^1 ; 

et multipliant ce nombre par 768 , on obffcndra le 
contour du polygone inscrit de 768 côtés , comme dans 
le tableau du n° précédent : on calculera ensuite le po- 
lygone circonscrit correspondant. 
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PREMIERE PARTIE. 

SECTION IL. 

« 

De l’aire des polygones et de celle du cercle. 

1 58. P à R la surface d’une figure quelconque , on 
entend la portion d’étendue renfermée entre les lignes 
qui terminent cette figure. On appelle aussi cette éten- 
due l’aire deJa figure.* 

Il serait convenable d’affecter spécialement le mot 
aire à l’étendue superficielle , lorsqu’on l’envisage par 
rapport à sa grandeur : car le mot surface s’emploie le 
plus souvent pour désigner la forme , abstraction faite 
de toutes limites (*) : c’est ce que je ferai dans le cours 
de cet ouvrage. 

i5g. Il est évident, et d’ailleurs la suite en fournira 
beaucoup d’exemples , que deux figures de formes très- 
différentes peuvent renfermer des aires égales. J’ex- 
primerai cette circonstance en disant, avec Legendre , 
que les deux figures sont équivalentes ,*et réservant la 
dénomination d 'égales pour les figures semblables qui 
peuvent être superposées.- 

j6o. Dans les triangles et dans les parallélogrammes, 
on choisit arbitrairement un des côtés, auquel on donne 


( * ) On dit en effet nne surface courbe , par opposition an plan 
on à la surface plane; et pour en de'terminer l'étendue, il faudrait 
dire la surface d’une surface courbe, locution vicieuse à tous égards, 
tandis que faire d'une surface courbe est nne expression «Via-fois 
claire et correcte. En l’adoptant, on conserve l’analogie entre les 
lignes et les surfaces , puisque ces mots s’appliquent aux formes seu- 
lement ; et le mot aire devient , pour le second cas , l’analogue du 
mot longueur dans le premier. 
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le nom de base , et l’on appelle hauteur la perpendi- 
culaire abaissée de l’angle opposé à ce côté dans le triant 

i * °" ,, un P 01nt quelconque du côté opposé dans 
le parallélogramme. 

riG-9<>; g 0j sont les hauteurs des triangles 

ABC, A S'a , en prenant les côtés AC, A' C , pour 
base. Il faut remarquer que la perpendiculaire D'D' , 
tombant en dehors du triangle A' B' C , est, à pro- 
prement parler , perpendiculaire sur le prolongement 
de la base. . . * 

Le sommet de 1 angle opposé à la base s’appelle ls 
sommet du triangle. 

La droite J K est la hauteur du parallélogramme 
I EFGH. Il est évident qu’elle demeurera la même , de 

quelque point du côte HG qu’on l’abaisse (55). 

Il n’est pas moins évident que les triangles dont les 
bases sont sur la même droite, et dont les sommets 


sont sur une ligne parallèle à cette base , ont même 
hauteur ; c est-à-dire que les triangles compris entre 
les mêmes parallèles ont même hauteur. Les triangles 
ABC, A' 1ÏC , et le parallélogramme EFGH, ont tous 
les trois même hauteur , puisque par la nature des pa- 
rallèles AF et BG, les droites BD , B'D' et IK, sont 
égales (55). 

1 • Théorème. Deux parallélogrammes de même 

base et de même hauteur , sont équivalens. 

Démonstration. Ces parallélogrammes ayant même 
base , on pourra poser celle de l'un sur celle de l’autre , 
et comme ils ont en outre même hauteur , le côté pa- 
rallèle à la base du premier , tombera sur le côté op- 
pose à la base du second , ou sur le prolongement de 
WG- 9 t: cecôté > ainsi que le montrent les deux figures gi, à 
l’égard des parallélogrammes A B CD, AB EF. 

Cela posé , les triangles ADF et BCE sont égaux , 
parce que les côtés AD et BC , AF et BE , sont res- 
pectivement égaux, comme côtés opposés d’un même 




Digitized by Googl 



DE GÉOMÉTRIE. lo<J 

parallélogramme , et que les angles DAF , CBE , dont 
les côtés sont parallèles , et les ouvertures tournées 
dans le même sens , sont égaux. Si du quadrilatère 
ABED, on retranche d’une part le triangle ADF , et 
de l’autre BCE , on aura nécessairement deux gran- 
deurs égales, dontl’une sera le parallélogramme ABEF t 
et l’autre le parallélogramme A B CD. 

16a. Théorème. Un triangle quelconque est la moi- 
tié d’un parallélogramme de même base et de même 
hauteur. 

Démonstration. Si , par les angles B et C du triangle 
ABC ,Jig. 92, on mène les droites ÆZ? et CD, respec FIG- ac- 
tivement parallèles aux côtés AC et AB , la figure 
ABCD sera un parallélogramme ( 85 ) , ayant même 
base et même hauteur que le triangle proposé (160). 

Les triangles ABC et B CD , ayant leurs côtés AB et 
CD, AC et BD , égaux ( 54 ) , et en outre le côté CB 
commun, seront égaux ; le triangle ABC sera donc la 
moitiédu parallélogramme ABCD. 

1 63 . Corollaire. Il suit de là que deux triangles qui 
ont même base et même hauteur , sont équivalens. 

En effet, ces triangles seront , d’après ce qui précède , 
les moitiés de parallélogrammes de même base et de 
même hauteur, ou de parallélogrammes équivalens (161). 

164. Problème. Transformer un polygone d’un cer- 
tain nombre de côtés en un autre qui ait un côté de 
moins , et qui soit équivalent. 

Solution. Soit pour exemple le pentagone ABCDE, 
fig. g 3 : on joindra les deiix angles E et C par une FIG. 93. 
droite , et par le sommet de l’angle D, placé entre les 
premiers, on mènera parallèlement à EC, la droite 
DF, qui déterminera sur le côté AE prolongé , un 
point F, lequel étant joint au point C, formera le qua- 
drilatère AB CF , équivalent au pentagone ABCDE . 

Pour s’ en convaincre , il suffit de remarquer que les 
triangles CDE, CFE , reposant sur la même base EC, 
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et étant compris entre les parallèles CE et DF, sont 
équivalens (n° précédent), et que l’on obtient le pen- 
tagone ABCDE , et le quadrilatère ABCF, en ajoutant 
successivement chacun de ces triangles au même qua- 
drilatère ABCE. 

Le procédé ne changerait pas, quand meme le pen- 
tagone ABCDE aurait un angle rentrant, comme dans 
FIG. g4- la figure 94 ; seulement il faudrait observer , pour la 
démonstration, que le pentagone ABCDE et le qua- 
drilatère ABCF se forment en retranchant du quadri- 
latère ABCE , les triangles équivalens CDE et CFE. 

Il est évident que la construction et les raisonnemens 
qui précèdent peuvent s’appliquer à quelque polygone 
que ce soit. 

165. Corollaire. En effectuant sur le quadrilatère 
ABCF , une construction semblable à la précédente, 
on le transformera en un triangle équivalent ; et par une 
suite d'opérations semblables , on transformera un po- 
lygone quelconque en un triangle équivalent. Si l’on 
avait , par exemple , un hexagone , on le transformerait 
d’abord en un pentagone , puis on ferait de celui-fci un 
quadrilatère , puis enfin de ce dernier *n triangle. 

1 66 . Théorème. Deux rectangles de même base , 

FIG. 9 5. AB CD, et EFGH , sont entre eux comme 

leurs hauteurs (*). 

Démonstration. Ici, comme dans le n° 58, les hauteurs 
AD et EH des deux parallélogrammes , peuvent être 
commensurables entre elles, ou bien incommensurables. 

Dans la première hypothèse , sil’on divise ces hauteurs 
AD et EH en parties, telles que Ad et Eh, égales à leur 
commune mesure, et que par les points de division. 


(*) J’ai change l’cnoncc qu’on donne ordinairement à cette pro- 
position, afin de le rendre semblable à celui d« la proposition du 
&• aôi , qui est analogue à celle-ci. 
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on élève des perpendiculaires, on formera dans chacun 
des rectangles proposés autant de rectangles égaux qu’il 
y a de dvisions dans sa hauteur ; car la base de tous ces 
petits rectangles sera égale k%iB, etleurs hauteurs seront 
toutes égales entre elles. Le rapport des rectangles 
AB CD et EFGH , sera évidemment égal à celui des 
nombres qui expriment combien il y a de petits rectangles 
dans l’un et dans l’autre , nombres qui sont précisément 
ceux des parties égales contenues dans leurs hauteurs 
AD et EH ; on aura donc 

AB CD : EFGH :: AD ; EH. 

Dans la figure, le rectangle ABCD se trouvant par- 
tagé en cinq parties égales à ABcd,]et le rectangle 
EFGH en trois, on a 

ABCD *. EFGH t :: S l 3. 

Lorsque les hauteurs AD et EH sont incommensu- 
rables, fig. gG, on prouve que le rapport des rectangles fjg. gg t 
ABCD et EFGH, ne peut être ni plus grand, ni moindre 
que celui de ces hauteurs. 

En effet, si l’on avait 

ABCD : EFGH y. AD : ET, 

E I surpassant E H , que l’on conçût A D divisé en 
parties égales, moindres que HJ , et que l’on portât ces 
parties sur EH, de E vers H , il tomberait nécessaire- 
ment un point de division h , entre H et /. En élevant 
par ce point hg perpendiculaire à EH , on formerait le 
rectangle EFgh , pour lequel on aurait 

ABCD : EFgh :: AD : Eh, 

puisque les hauteurs AD et Eh seraient commensurables 
entre elles par construction; et comparant cette pro- 
portion à la précédente , on en tirerait 

EFGH : EFgh y. El \ Eh -, - ' 

ce qui ne peut être, puisque EFGH<^EFgh etEJ^>Eh. 
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En portant le point / de l’autre côté de GH en /', on 
ne pourrait pas non plus avoir 

ABCD : EFGH ;; AD : El ' , 

parce qu’en prenant en h' , le point de division corres-, 
pendant à. h, on aurait premièrement pourles hauteurs 
AD et Eh! , commensurables entre elles , 

ABCD : EFgh! :: AD: Eh', 

ce qui conduirait encore à la proportion 

EFGH : EFgh' :: El': Eh' , 

absurde à cause que EFGH^> EFgh' et EJ'< ' Eh'. 

Le rapport de ABCD à. EFGH ne pouvant donc être 
ni plus grand ni plus petit que celui de AD à EH, oa 
aura nécessairement 

ABCD : EFGH :: AD : EH. 

167. Théorème. Deux rectangles quelconques sont 
entre eux comme les produits de leur base par leur 
hauteur, ou comme les produits de deux côtés 
contigus. 

Démonstration. En prenant sur la base du paral- 
FIG. 97. lélogramme ABCD ,fig 97 , une partie Ab , égale à 
la base du parallélogramme EFGH , et tirant la 
droite bc parallèle à BC , on aura par le théorème 
précédent , 

AbcD : EFGH :: AD : EH) 

, prenant ensuite AD pour base des parallélogrammes 
ABCD et AbcD , qui auront alors pour hauteur AB 
et Ab , on en conclura 

ABCD \ AbcD y. AB : Ab. 

1 

En multipliant ces proportions par ordre, avec l'attention 
d’omettre le facteur AbcD , conûnun aux deux termes 

du 


D 
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du premier rapport composé, et de substituer à Ab son 
égale EF, il Viendra 

ad cd : ef gh :: adxÂd: ~êJxeh, , 

résultat qui renferme l’énoncé de la proposition (*). 

* * • * . - * . ^ -- * . - 

168. Remarque. Mesurer des grandeurs n’étant autre 
chose que comparer entre elles celles de même espèce , 
il est évident que la mesure des aires doit avoir pour 
but de savoir combien une aire quelconque en contient 
une autre , prise arbitrairementpoor servir de tcfnre de 
comparaison. Mesurer, par exemple , le rectânglê 
ARCD , fig. g8, c’est chercher combien ce rectangle FIG. 58. 
contient de fois un quarré abcd, dans lequel on sup- 
pose que le côté db soit égal à la droite prise pour mé- 


— —, j - ■ - ; ■? ■» 

(*) Je me suis servi ci-dessus de la multiplication par ordre , comme 
du moyen le plus simple pour parvenir' an résultat cherche; mais il 
pourrait .arriver que l’on éprouvât quelque difficulté Si concevoir ce 
changement , dans lequel il semble qu’il faut multiplier des aires 
entre elles. Cette difficulté cessera si l’aii imagine que ees aires; pour 
dure comparées entre elles , sont rapportées à une certaine aire prise 
pour mesure coramunt ou pour unité. On mettra encore plus de 
netteté dans ce passage , en le rendant ainsi ; 

AbcD : EFGH : .- AD . EU ^STTBT = -^L 
r *, . , 'Abc B AD 

Les proposons ; ........ donpent^^ M 

"ABCD : AbcD i! AB •• Ab ^ aBÇE>. TT Â8 

C 

ce qui ne présente aucune obscurité, ptitéq^’i! s’agit de rapports de 

V» . ■ ■ - • gff t«t ta-- v . : . ... 

grandeurs homogènes. Cela posé , — ^ désignant combien l’aire 

' ‘ T ' "\AÎf I> ‘| , 1 ! 

AhcD est contenue dans EFGH , et — ^ combien Taire ABCD 

• f) ' **» AJS ;r . 

est contenue dans AhcD , le nombre de fois que la première est 
contenue dans la dernière, sera donc exprime par .1 


EH Ab 
AD X AB 


EFxEH 
ABxÂD * 


en eoncevant les droite* rapportées ï une commune mesure. 
Géométrie 7* édition. H 
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ouïe commune des longueurs des droites; et d’après ce 
qui précède, on aura, en concevant la base et la hauteur 
AB et BC , du parallélogramme ABCD , rapportées à 
cette mesure , 

■ C" __ ■ AB BC 

abcd'.ABCD::abx.bc:ABx.BC, oui: 1 

ce qui montre que le rectangle ABCD contient le rec- 
tangle abcd, ou l’aire prise pour unité, comme le 
produit du nombre d’unités linéaires contenues dans sa 
baseAS » , multiplié par le nombre d’unités linéaires con- 
tenues dans sa hauteur BC,, contient l’unité numérique; 
expression dont l’exactitude est évidente , puisque les 
rapports y sont réduits à des nombres. Ce n’est que pour 
abréger qu’on la remplace par celle-ci : b' aire d’un 
rectangle est égale au produit de sabase par sa hauteur; 
et il faut toujours être en état de restituer, d’après la 
première, ce qu’on a sous-entendu dans la seconde. 

I L'A vérité de la proposition précédente résulte de 
l’inspection seul’e de la figure , lorsque le côté du 
quai ré abcd, pris pour mesure commune, est contenu 
.exactement dans la base et dans la hauteur du rectangle 
ABCD. En menant alors par tous les points de division 
de la hauteur BC', des droites ef parallèles à AB, on 
partage le rectangle ÀBCD en autant de rectangles 
«gaux, ou bandes, que sa hauteur contient de fois ab; 
«t chacune de ces bandes peut, comme ABef, être par- 
tagée en autantde quarrés »Seg/i, égaux àaécd, que la 
base AB contient de foie ab : le nombre total des quarré» 
égaux à Begîi , contenus dans le rectangle ABCD', 
est donc égal à celui des bandes ABef, multiplié par 
le nombre de quarrés que chacune contieqf:, ce qui fait 
le produit du nombre d’unités linéaires- de la base par 
le nombre d’unités linéaires de la hauteur. 

169. i* r Corollaire. Si les deux côtés du rectangle 
AB et BC devenaient égaux , auquel cas il se changerait 
en q\\nv(p , -son air* serait mesurée par- la secoudü, puiv 
>. ■ .■ " .Aù,- )■ * 


Digitized by Google 



de géométrie. n5 

ï&nce de son côté AB , c’est-à-dire qu’il contiendrait 
le quarré abcd, pris pour unité, autant de fois que la 
seconde puissance du nombre d’unités linéaires con- 
tenues dans son côté, contiendrait l’unité numérique; et 
de là vient qu’on appelle aussi quarré d’un nombre la 
seconda puissance de ce nombre, 

170. 2' Corollaire. L’aire d’un parallélogramme sè 
mesure par le produit de sa base par sa hauteur. En 
effet , les parallélogrammes de même base et dajmème 
hauteur étant équivartens (161), un parallélogramme 
quelconque est nécessairement équivalent 1 au rectangle 
de même base et de même hauteur. On conclut encore 
de là que deux parallélogrammes quelconques étant 
entre eux comme leurs mesures respectives , sont par 
conséquent dans le rapport des produits de leur base 
parleur hauteur, et simplement comme leurs bases, si 
leurs hauteurs sont égales, ou comme leurs hauteurs, 
lorsqu’ils ont même base. ’ ' ’ , 

• • ■: > • • . - 

.17** 3 ' Corollaire. L’aire d’un triangle est mesurée 
par la moitié du produit de sa base par sa hauteur , puis- 
que tout triangle est la moitié d’un rectangle de même 
base et de même hauteur. Les moitiés étant entre elle* 
comme les touts, les triangles quelconques seront entre 
eux comme les parallélogrammes dont ils font partie , 
et par conséquent comme les produits de leur base par 
leur hauteur (n° précédent), ou comme leurs base* 
quand leurs hauteurs sont égalas, ou comme leurs hau- 
teurs quand ils ont même base. . ^ 

- 4 '- v J h. o -''S" l -j'i \ . .jg: . - 

- 172; Problème. Transformer un parallélogramme ou 
un triangle donné en un quarré. ......... 

Solution. i°.Ôn trouvera le çôté i^G du quarré jFFGÆ' 
équivalent au parallélogramme' donné , ABCD ,fig. 99 , piG 
en prenant une moyenne proportionnelle ’ entre la base 59 
AB et la hauteur DE de ce parallélogramme. 

H a 
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En effet, on a par cette construction , 

AB : FG :: FG : de, . . . . 

d'ou Von tira: •• ■_ ; . . . 

— ■ ABXDE=:FG\ •■■■'. • 

et comme JH) X DE est la mesure de l’aire du parallé- 
logramme proposé, et FG celle du quarré EFGH, 
construit sur F G , cette dernière fleure est équiyaleots 
à l’autre. 

3°- A l’égard du triangle A'B'D' , c’est entre la base 
A ' et la moitié de la hauteur D'E' que doit etre' 
prise la moyenne proportionnelle FG, parce qu’on a 
alors - ' •: .. .. 

4 'V : FG FG- : i D'E, 
doùiUuit . - . , . * . .. > 

----- ~FÔ\ 

— I « • é . i ■ ; 1 

le premier de ces produits exprime en effet l’aire du 
triangle, et le second celle du quarré. 

iy 3 . Corollaire. On peut, par le moyen du problème 
précédent, transformer un polygone quelconque en rut 
quarré équivalent; il faudra d’abord Je transformer 
•n un triangle , par le procédé du o° 164, et l’on 
changera ensuite ce triangle en un quarré. J - u 

*7 4 - Remarque. Tout polygone pouvant être partagé 
en triangles (8r) , on évaluera son aire en calculant sé- 
parément celte de chacun dés triangles qui le composent, 
•t en prenant la somme des résultats. 

175. Théorème. L’aire d’un quadrilatère AB CD, 
FIG. 10 o.fig. 100, dans lequel deux côté» sont parallèles, et qu’on 
, nomme pour cette raison trapèze, se mesure par le pr<M 
duit de la demi-sonime des deux côtés parallèles, AB et 
CD , multipliée par la hauteur EF, prise entre ce* 
'V * côtés. . . . . ^ 

Démonstration. En tirant la, diagonale CB, oa par- 
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tarera le trapèze en deux triangles ABC et B CD 
dont EF sera la hauteur commune ; et parce que 

ABCD±*ABC+BCD, ABC^~AByCEF, 

BCÙ=ÎCD><EF t 

on aura , ... . _ _ . . _ - . — , , 

AB CD~{AB>^-i-{CD><EF— i(AB+ CD) EF, 

ce-qui estl’éhortcé du théorème. 

Il est bon de remarquer que la droite GH, menée par 
le milieu G de l’un des côtés non parallèles du trapèze , • 

aéra égale à t (A B-]- CD). En effet, le point //étant 
aussi le milieu de BD ( 58 ) , la similitude des triangles 
B CD et Bfil fait voir évidemment qué tH—~ CD, et. 
Celle des triangle» ACB et GCI , prouve dé même que 
Gl=l AB, d’où il résulte 

GH= GI + JH = { (AB+CDJ.~ a - :j;; — - 

La droite GH partageant- aussi EF én deux parties 
égales ( 58 ) , se trouve à égale distance des côtés paral- 
lèles du trapèze ; et l’on peut dire par conséquent, que 
l’aire du trapèze se rhesure par le produit de sa hauteur, 
multipliée par une ligne menée à égale distance des deux 
bases parallèles. , ^ : 

1 76. Théorème. Les ait es dés polygones semblables 
sont entre elles comme les quarrés des côtéabaJiwkjrgdah 

de ces polygone». - -- — ■ * . .. . \> « 

... - 

Démonstration. x°. Sile» polygone» pfopwaaoilfe de» 
triangles quelconques ABC *tabc,j*g, ich 1 , lestfianglea FIG 
rectangles BDC et bdc , formés par lea baUtéiu» de» 
premiers 1 , seront semblable* comme, ayant, outre les 
angles droits D et d, les angles égaux B et 6; o» aur*.. 





n8 Jélémïns 

mais par, la similitude des triangles ABC et abc, on a 

aussi 

AB : ab BC ; bc ; 

multipliant ces proportions par ordre , et divisant par 3 
les deux termes du premier rapport de la proportion 
composée , il viendra 1 . ~ 


'-AB'KCD : \ ab'X.cd ” BC \ bc\ 

. résultat dont les deux premiers' fermes expriment les 

aires respectives des triangles AB C et abc (171) : donc 

\ 

ABC : abc :: BC'Cbc. 

3". Beux polygones semblables ABCDE et abcde, 
FIG 5 r ’ étant partagés ‘en un même nombre de triangles 

‘ semblables (%) , et semblablement disposés , chaque 
triangle du premier polygone sera à son correspondant 
dans lé second, comme le quarré de l’un des côtés du 
premier polygone est au quarré du côté homologue du 
second ; on aura • _ y./. • 


» 


, ' ABC Z abc Xi\AB % : ab r- 

q<-,. . > r . aec ; ae , 

\ • , H » <1 ‘ « 1 

' A EDC I edc ” ED ; ed. y- 

Mais la similitude des polygones donne cette suite de 
rapports égaux : 

sôl L \a-M : ah :: 4$ 'r-**. :: ED • e 4* 

de laquelle on tire •; .-jrtEuD S. ,• . 

• i aê’:^*:: ÊD:ld\ 

ce qui prouve l’égalité des rapports de chaque triangle 
de l’un des polygones à son correspondant dans l’autre; 
et d’où il résulte • >i 

■ ‘ ABC ! abc AEC ! aec ” EDC'. edc. 

On déduira de cette dernière suite de rapports égaux 

ABC-\- AEC-\-EDCl ubc-\-aec-\~edc ABC ; abc 


* 
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ABCDE : abcde :: ABC *. abc ” AB : ab. 


Le même raisonnement aurait évidemment lieu quel que 
fût le nombre def côtés des polygones proposés. 


177. Théorème. Lesairesdedeuxtrianglesquiontnn 
angle commun , sont dans le rapport des produits de» 
côtés qui comprennent cet angle. 

Démonstration. En abaissant les hauteurs CD et 
FG , fig. 101, des triangles ABC et AEF , on forme FIG. toi. 
les triangles semblables ACD et AF G , qui donnent 

CD: fg :: ac : af-, 


et par le n® 171 , il. vient , ' • 

abc : aef :: 1bx ~cd:*Iê xfg -. 

si on multiplie ces deux proportions par ordre en sup- 
primant le facteur CD , commun aux antécédens, et le 
facteur FG, communaux conséquens, il en résulte, 
conformément à*J’énoncé , que . 


abc : aef :: ab x ac : ae x af. 

178. Théorème. Lequarré AEHL , Jig. 102 , cons- FKî.nw. 
truit sur l’hypoténu^ d’un triangle rectangle ABE , est 
équivalent à la somme des quarrés X ABCD et B EFG, 
construits sur les deux autres côtés de ce triangle. 

Démonstration. On serait en droit de conclure cette 
proposition de celle du n° j 5 , puisqu’il a été prouvé- 

dans ce numéro que AB -}- BE = AE , et que, d’après 

le n° 169 , AB, BE, AE , sont les mesures respeç- ' 
tives des quarrés AB CD , B EFG, AEHL, mais ces 
considérations supposantes lignes et les aires rapportées 
à des nombres, j’ai jugé convenable de démontrer la pro- * 
position immédiatement sur les aires , ainsi qu ’ Euclide 
l’a fait , et sans employer des rapports de lignes. 

Pour cela, il faut, de l’angle droit B du triangle ABE T 

H 4 
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abaisser , sur l’hypoténuse AE, la perpendiculaire BK 
et la prolonger jusqu’en /, puis mener les droites DE 
et BL. Le triangle DAE ayant même base AD que 
le quarr é ABCD, et étant compris entfe les mêmes pa- 
rallèles AD et CE, sera équivalentà la moitié decequar- 
ré ( 1 62) ; le triangle BAL sera équivalent à la moitié *du 
rectangle AKIL, construit sur sa base AL et compris 
entre les mêmes parallèles AL et BI. Or, les triangles 
DAE et BAL sont égaux (16), parce que l’angle DAE, 
composé de l’angle droit DAB et de l’angle BAE,tst 
nécessairement égal à l’angle B AJ. , composé aussi d’un 
angle droit EAL et de l’angle BAE y et que les côtés AD 
et AB , AL et AE , sont respectivement égaux comme 
côtés d’un mêmequÿrré : donc la moitié du quarré ^Z?CZ) 
est équivalente à celle du rectangle AKIL \ donc le 
quarré ABCD sera lui-même équivalent au rectangle 
AKIL. On prouvera de même que le quarré BEFG 
est équivalent au rectangle EI 1 IK ; et il résultera de là 
que le quarré AEHL , composé des deux rectangles 
AKIL et EIIIK, est équivalent à la somme des quarrés 
ABCD et BEFG. 

# ' 

179. i er Corollaire. Les rectangles AKIL , EIIIK 
et le quarré AEIIL , ayant même hauteur AL X sont 
entre eux comme leurs bases (170), ensorte qu’on a 

* ABCD : BEFG : AEIIL « AK î KE : AE , 

c’est-à-dire que les quarrés construits sur les côtés de • 
• l’angle droit d’un triangle rectangle sont au quarré cons- 
truit sur l’hypoténuse , comme les segmens adjacens AK 
et KE sont à l’hypoténuse entière AE. 

. 180. 3* Corollaire. Puisque les aires des polygones 

semblables sont entre elles comme les quarrés des côtés 
homologues de ces polygones (176), si «l’on construit 
sur les côtés de l’angle droit du triangle rectangle ABE, 
ITG. io 3 Jig. ’ioîjetsnr son hypoténuse AE, trois polygones seul- 
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bla&les,$f, K et Z, on aura 

X : âb':\ y ; bë\: Z: ~âê\ 

d’où on tirera 

x+ Y : ~âb -+- bë\: z : ÂË * 

et du théorème précédent, qui donne AB -\~BE — AE , 
on conclura X -J- Y = Z ; c’est-à-dire que le polygone 
construit sur l’hypoténuse , est équivalent à la somme des 
deux autres. 

. L ■ .* — . — ... - / 

181. Problème. Construire un 'polygone semblable à 
un autre, et dont l’aire soit dan» un rapport donné avec 
celle du premier t ou soit équivalente à un quarré 
donné. 

Solution. Dans le premier cas, si bc,fig. 104, désigne fiG. 
l’un des côtés du polygone donné, et que l’aire de ce 
polygone soit à celle du polygone cherché , dans le 
rapport de deux droite» quelconques M et IV, on pren- 
dra sur-une droite indéfinie A E, deux parties AK et KE, 
qui soient dans le même rapport ; sur leur somme AE , 
comme diamètre , on décrira une demi-circonférence ; 
on élevera la perpendiculaire BK > on tirera les cordes 
AB et BE : enfin on portera sur AB , de B en C , le 
côté bc de la première figure , et ayant mené CD pa- 
rallèle à AE , on aura en BD , le côté qui , dans le poly- 
gone cherché, est homologue à bc. La question sera 
donc ramenée à construire sur BD un polygone sem- 
blable au polygone X , ce qui s’effectuera par le procédé 
du n° go. 

Pour prouver la construction précédente , on déduit 
d’abord des triangles ARE et CDD , semblables entre* 
eux, les proportion» 

AB : DE:; BC : BDetÂT.BË*: :Jc\bD* , 
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niais parle n° 17g, t -, ♦ •. 

AB 1 -. ~BE\ \ AK : KE ou : : Mi N: 
donc BC: M : N:' ■■ • 1 

donc ( 1 76) , le polygone construit sur BC sera au poly- 
gone construit sur BD, dansle rapport de MkN, comme 
le demande 1 énoncé de la question. 

Si le Côte Acde la figure X excédait AB , ofl pro- 
longerait cette ligne en C , mais la construction et la dé- 
monstration ne changeraient pas pour cela. 

Dans le cas où 1 aire du polygone demandé devrait 
être équivalente à un quarté donné A’* , on transforme- 
rait aussi en un quarré le polygone donné , et AP repré- 
sentant ce quarré , il faudrait qu’on eut 

r ' bc’: ~bd\ : m x : "• 

d où il suit 

M : N :: bc : bd , , 

ainsi BD s’obtiendrait alors par les lignes proportion- 
nelles (62), ou bien l’on pourrait prendre AK et KE- 
dans le rapport des quarrés M 1 et N % . 

182. Théorème. L’aire d’un polygone régulier a pour 
mesure la moitié du produit de soû contour par le 
. rayon du cercle inscrit. J 

Démonstration. Ce polygone peut être partagé en au- 
tant de triangles égaux qu’il a de côtés (i3g) ; l’un d# 
FIG. 7g. ces triangles, AB 0 ,Jig. 7g, est mesuré pari AB X OC; 
en répétait ce produit autant de fois que le polygone a 
de côtés, on aura , si N désigne ce nombre , 

Ï Nx'ÂBx’ÔG-, . 

maisA r X AB serale contour ou \e périmètre du polygone: 

, en le'désignant par P , il viendra donc 

| P X ÔG , , 

• * » 

eomme le porte l’énoncé de la proposition. 
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Le rayon du cercle inscrit se nomme aussi apothème ; 
et l’on dit en conséquence que l'aire d'un polygone régu- 
lier a pour mesure la moitié du produit de son péri- 
mètre par son apothème. 

183. Corollaire. Il suit du théorème précédent et du 
n° 140 , que les aires des polygones réguliers d’un même 
nombre de côtés, étant entre elles comme les quarrés de 
leurs côtés, sont aussi entre elles comme les quarrés des 
rayons des cercles dans lesquels ils sont inscrits ou aux- 
quels ils sont circonscrits. En effet, on a successivement 

A B CD EF : abcdef ~Âb\ üb 

AB : ab :: AO : ao (i4°)> 

' 

ab \ Ô5* :: ao : ao , 

d’où iltésulte - 

ABCDEF : abcdef ” AO : ao. 

On trouve de même 5 < ' J 

ABCDÈF : abcdef :: ÔG*4 
■y •• . • i ‘ ' 

en observant que AO ; ao OG : og ( 140 ). 

184. Remarque. En appliquant la proposition du nu- ' 
méro précédent aux polygones réguliers -, inscrits et cir- 
conscrits au même cercle, on reconnaît qu’il est toujours 
possible de trouver deux polygones du même nombre 
de côtés , l’un inscrit , 1,’autre circonscrit , tels que la 
différence de leurs aires soit moindre qu’une grandeur 
donnée , quelque petite que soit cette grandeur. 

* ... j. 

En effet , on a évidemment , dans la figure 87 , FIG. 

ABCDE : abcde l Qa OG\ 

désignant par P l’aire du polygone circonscrit, et par p 
celle du pplygone inscrit , on aura 


-VJ * 1 


•A ï 


134 

d’où 


é L É M E « S 


j>- r ~ P(< ^~ OGt) ' 


valeur dans laquelle on peut rendre le facteur OcA-OG 
qU ^ V ° Udra ’ e ° œulti P Iiant le « côtés des 

x 85 , Corollaire. Le polygone circonscrit étant visible- 
ment plus grand que le cercle , tandis que le poivron» 
inscrit est moindre , il- suit de ce qui précède que l’on 
peut tbujour» assigner un polygone régulier, soit inscrit, 
•oit circonscrit, dont l'aire diffère aussi peu qu'on vou- 
dra de celle d'un cercle donne. Il suffit pour cela de 
prendre le polygone d’un assez grand nombre de côtés, 
pour que la différence entre le polygone inscrit et le 

polygone Circonscrit ne surpasse plas la quantité assi- 
gnée. • ™ 

186. Théorème. Si trois grandeurs A, B , X , sont 
telles que la première A , que l’pn suppose variable , 
mais néanmoins surpassant toujours chacune des deux 
autres B, X, qui ne changent point , puisse appro- 
cher de toutes deux en même temps, aussi près qu’oit 
voudra , on aura nécessairement -_Y. 

Démonstration. Soit, î 9 * X> B ; oa aura , d’après 
cette hypothèse et en vertu de l’énoncé, 

.! 4>x j x>b,: . ; : V v ; 

d ou il résulte que si l # on prend A de manière que la 
différence A — B soit moindre qu'une quantité quel- 
conque «T , ce qu’on regarde comme toujours possible , la 
différence X — B sera, à plus forte raison, moindre 
que <f. 

2°. Soit X< ^ B , on aura alors 

. /V ; A>B, B>x y 

tt prenant A de manière que A — X soit moindre que <f, 
à plusforte raison la différencie B — X «era-t-elle moindre 
queé 1 . ’ 
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Le raisonnement ci-dessus conduisant à prouver que 
la différence des deux grandeurs invariables Xet B , est 
nécessairement moindre qu’aucune grandeur donnée , 
quelque petite que soit cette grandeur , il s’ensuit que 
B — X(^ i 53 ). . V. v ♦. 

187. Théorème. L’aire d’un cercle a pour mesure la 
moitié du produit de la circonférence par le rayon, ou 
£ CR , en nommant C la circonférence , et R le rayon. 

Démonstration. En effet , plus le nombre des côtés du 
polygone circonscrit augmente , plus aussi soit périmètre 
P approche de la circonférence ( 1 5 a) , et plus le pro- 
duit ; PR approche de-^ CR-, qu’il surpassera toujours , 
mais d’aussi peu qu’on voudra ; d’un autre côté , l’aire 
du même polygone , toujours plus grande que celle du 
cercle, peut apprôchèr de cette dernière d’aussi près 
qu’on voudra (i 85 ) : les produits J PR ,{ CR,é t la vraie 
mesure de l'aire du cercle , sont donc trois quantités 
placées dans les mêroc6 circonstances que les quanti- 
tés A , B et X du numéro précédent : donc le produit 
î CR est égal à la vraie mesure de l’aire dn cercle (*). 

188. Corollaire. À suit de là que les aires des cercles 
sont entre elles comme les quarrés de leurs rayons ou 
de leurs diamètres. En effet, puisque l'on a cette pro- 
portion : 

C : C:iR:R' (# 5 & 

{*) On prouve immédiatement que là mesure de Faire du cercle 
ne peut Are ni phi» grande ni plu» petite que 4 CR ; çar si le pre- 
mier cas avait lieu , 4 CR serait alors la mesure d’un cercle plus 
petit que celui dont le rayon ~R, tandis qu’eninscrivant dans ce der- 
nier un polygone plus grand que l’autre cercle ( P~oyez la note 
page 100), ce polygone aurait néanmoins pour mesure un produit 
moindre que 4 CR , puisque wn contour et son apothème sont res- 
pectivement moindres que C et R. 

On ne peut pas supposer non plus que le produit 4 CR soit la 
mesure d’un Cerclcplus grand que le-proposé jenren inscrivant dan» le 
plus grand cercle un polygone qui surpasse le cercle propose , ce 
polygone aurait une mesure plus grande que celle qu’eu assigne au 
cercle dans lequel il est inscrit. 


1*6 S LÉ ME E * ‘ : 

«on la multiplie par la proportiôn 

3 : 11 1 Riiiïj-Rïfc , . 

• qui est évidente, il viendra ' i ci o- ! 

i CR CR' :; R* i R'*, 

j.i S ' .jiîi i* • ’ 

i proportion dans laquelle les deux termes du premier 
rapport sont , d’après ce qui précède , les mesures dés 
aires des cercles dont les rayons sont R et R? -, de plus, 
il est visible qu’on a , • ^ .r . 


I 


i. - -x 

. n „ 


r . riiv 


, , i’ —» *• 

r »: R!* :: D i \ D'\ 


. y <\ 

<i* v i;..u 


en désignant gar Z? et D'ies diamètres, puisque D = aRj 
jy^zuR' (donc ±CR:±ÇR' u :;P:iy‘, ce qui com- 
plète l’enoicp, de la proposition !.. . \ ... v.lj, . 

» Si on représente par * Ja circonférence dont le dia- 
mètre est i , la surface de ce cercle sera j X > on 

aura donc c! " " <’ 


G. 





‘ce qui montré que Y aire d'un cercle est égale au quarté 
~du dtamét^è multiplié par Xe \ du rapport de la circon- 
férence au diamètre. En mettant pour Z?" sa valeur 4 ZP, 
dn aura n-fl*, eu le qïiarré du rüÿcnl multiplié par la 
..rapport de la circonférence au diamètre. 
io5. 189; Théorème . L’aire dé jà &gareAFBO,fig. iofr, 
terminée par les deux rayon? AO y B O , faisant entre 
eux un angle quelconque , et par 1 arc de cercle ÀFB , 
.figure que l’on nomme secteur de cercle, a pour mesure 
la moitié dü produit de l’arc AFB -, par le rayon AO. 

• " ^ ^ ■ r 9 

Démonstration. Si par le centre O, on élève DO per- 
pendicùl aire sur le diamètre AË les côtes de l anglp 
droit AOD et l’arc ABD comprendront évidemment . 
entre euxle quart de faire du cercle -, et le raisonnement 
du n° 109 prouve que l’aire du sectëifr AFB O è$t a celle 
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«lu secteur A O#,daos.le rapportde l’arc AFB àl’arc AD. 
Mais puisque l’aire du secteur AOD est le quartde celle 
du cercle, on aura <j ’ i. r 

AÙÜ-A fx iCx AÔ—\ éX ÂÜ, 

«tl* proportion, énoncée ( 5 -dessus , \ t 

AFB O V'AOD X AB *. AÛ ou - C , 
deviendra 

- - . I» •* - - »V*- r 

AFBO : f C X AO Y.' AB \ \ C ; 

... '.> v • / 

ce qui donnera ( - 

h," ■ ... '*-» •« h r.ü r,l :i : J 0 ; *«l‘ 

► “ AFBat^\ÂB xâô ; \ - { - 

t\'l ci,'*. ; ; o\ sh i • 

comme le porte l’énoncé de la proposition. 

190. Remarque. Oh obtiendra l’espace AFBA , èom- 
pris entre l’arc AFB et la corde AB , et qui se nomme 
serment , en retranchant ’de l’aire du secteur AFBO 
ceH« du triangle ÀBÔ'.T' n ‘*"r, • ; 

K '• " n si) • ■ ■ 1 1 , ■ 

’t "i ? tc/fb c;.. .1 . 1 •»»«••*» «;•••.' ; ‘ 

itjj >•; b •■'.«ioq . ., ‘ > 'o ’ r- . : • :‘i 

• ■. r -. •’ * . J.i.j , >*'•. ' ;.;•■! • nr , - t .'•/.t' 

• aila . . "• i -r.' ' , ; ;; : . ? , -J 


t ' * •’ • . . l\ * ‘ • 


* > ** 


» 1.1 (f 

M Y 


' ■O - * •. 4 h»*?*» v • • r ;:p 

. ■ . . fi * v 


•!» V. 
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DEUXIÈME PARTIE. ' 

SECTION PREMIÈRE. 

Des plans , et des corps terminés par des 
surfaces planes. 

N- B. Dan» tout ce qui va suivre , les figure* cmbrassenfl’espac* 
avec ses trois dimension». Le» ligne* ponctuées sont celles qui passent 
derrière des plans. 

f Des plans et des lignes droites. 

iqi. PuisQüE la ligne droite s’applique exactement 
au plan dans tous les sens ( a ) , il est évident que dès 
qu’une ligne droite a deux de ses points dans un plan , 
elle y est toute entière , sans quoi on pourrait mener 
par deux points plusieurs lignes droites , l’une qui se- 
rait tirée dans le plan même, parles deux points donnés, 
et les autres qui auraient des prolongemens hors dq 
plan , ce qui ne saurait s’accorder avec l’idée qu on a 
de la ligne droite. 

192. L’intersection de deux plans est une ligne droite ; 
elle est premièrement une ligne d après les définitions 
du n° 1 ", et si l'on conçoit que par deux points de cette 
intersection , on tire une droite , elle sera en même 
temps dans l’un et dans l’autre plan ( n° préced. ) : elle 
ne pourra donc être que leur intersection. 
riG. 106. 193. Par une même ligne droite AB , fig. 106, on 

peut faire passer une infin ité de plans différens , CD , 
EF, GH , etc. Pour s’en convaincre , il suffit d observer 
qu’un plan peut toujours tourner autour d une droite 
tirée par deux de ses points, et prendre ainsi un nombre 
infini de positions différentes , sans que les points de 4 « / 
droite changent de place-, mais on conçoit sur-le-champ 

* que 

* 

\ ■ 

• t ' P 
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que ce plan s’arrêtera , si on fixe hors de cette ligne un 
point par lequel il doive passer. Il résulte de là qu’un 
plan est donné lorsqu’on connaît trois points par lesquels . 
il doit passer , comme une ligne droite l’est par deux. 

On peut aussi le prouver en montrant que deux plans 
qui ont trois points communs, A, B ,C, fig. 107, se confon- FIG 107 
dent dans toute leur étendue; et pour cela, il suffitd’ob- 
server que si par un point quelconque E, pris sur un de 
ces plans, on mené une droite EF, rencontrant deux 
des trois lignes AB, AC et BC, qui joignent deux à deux 
les points communs , et qui par cette raison sont à-la- 
fois sur les deux plans (191), cette droite sera aussi com- 
mune aux pièmes plans, puisqu’elle y aura les deux 
points e et f, où elle coupe AB et BC. 

1 94. Deux lignes qui se coupent , sont par conséquent 
dans un même plan ; car en faisant passer un plan par 
l’une d’elles, AB, par exemple , et par un point C, pris 
sur BC, cçtte dernière ayant deux de ses points, B et C, 
dans le plan , y sera toute entière ( 191 ). 

Il est évident par là qu’en joignant deux à deux, par 
des droites , trois points pris d’une manière quelconque 
dans l’espace, le triangle résultant , ABC, sera tout en- 
tier dans un meme plan. 

Il n’en est pas ainsi de quatre points pris au hasard : 
le plan qui passe par trois d’entre eux , ne passe pas tou- 
jours parle quatrième; et dans ce cas, le quadrilatère 
qui en résulte n’étant pas dans un plan , se nomme qua- 
drilatère gauche. 

195. Les parallèles sont toujours dans un même plan 
d’après leur définition; mais il faut bien observer que 
dans l’espace, deux lignes droites peuvent être perpen- 
diculaires à une troisième , sans etre parallèles et sans 
se rencontrer; caron peut alors mener par un seul point 
autant de perpendiculaires à une meme droite, que l’on 
peut faire passer de plans par cette droite , c’est-à- , 
dire une infinité. Les droites AC, AE, AG, Jig. 106, FIG. 106. 
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peuvent toutes être perpendiculaires sur AB , la pre- 
mière dans le plan CD, la seconde dans le plan EF , 
la troisième dans le plan GH. S il en arrive autant aux 
lignes BD, BFet BH, BD et AC seront parallèles, 
comme étant perpendiculaires à la même droite AB dans 
le plan CD\ mais cesdroitesne seront parallèlesàaucune 
des autres. 

108. 19S. Théorème. Une droite CD, ftg. 108 , élevée 

hors d’un plan AB, perpendiculairement à deux autres, 
DE, DF, menées par son pied D dans ce plan, est 
perpendiculaire à toutes celles qu’on pourrait ipener 
par ce point dans le même plan. 

Démonstration. Soit DG une droite menée par le 
point D, d’une manière quelconque, dans le plan AB \ 
on prendra sur les droites DE, DF, et sur leurs pro- 
longement, des parties DE, DF , De, Df , égales entre 
elles ; on tirera ensuite par le point C les droites CE , 
Ce, CF, Cf, et on mènera EF et ef. Cela fait, les 
triangles EDF et eDf seront égaux, comme ayant, 
chacun à chacun , un angle égal en D, compris entre 
des côtés égaux, et donneront EF~ef Les obliques 
CF et Cf, CE et Ce, seront .égales, comme également 
éloignées du pied de la perpendiculaire CD (27) ; et par 
conséquent les triangles^CF, eCf seront égaux comme 
avant tous leurs côtes ^gaux chacun à chacun. Enfin , 
les triangles DEG .et Deg seront égaux , (18), parce 
que leurs çôtés DE et De sont égaux par construction, 
que les angles GED et gcD sont égaux , comme appar- 
tenant aux triangles EDF , eDf , isocèles et égaux , et 
que les angles EDG , eDg, sont égaux, comme op- 
posés par le sommet : donc GE~ ge, GD _ gD. 
Maintenant les triangles ECG et eCg sont égaux, parce 
que les angles GEC et gc'Csont égaux . Comme appar- 
tenant aux triangles ECF , eCf , isocèles et égaux, que 
les côtés CE et Ce sont égaux, comme faisant partie 
des mêmes triangles , et que les côté* GE et gc le sont 
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aussi comme appartenant aux triangles ED G et eDg ; 
donc CG — Cg) donc CD , située dans le plan du 
triangle GCg, est perpendiculaire sur GD ( 3 o). 

197. Remarque. La ligne CD tombant à angle droit 
sur toutes celles que l’on peut mener par son pied dans 
ce plan , et n’inclinant par conséquent d’aucun côté 
ters le plan , lui est perpendiculaire. 

198 .Théorème. Si trois droites , ED, FD , GD , 
fig. 109, sont perpendiculaires à une même droite CD, piQ- 109. 
par un même point D, elles sont toutes les trois dans 
un même plan perpendiculaire à cette dernière. 

Démonstration. Si cela n’était pas , on pourrait, par 
les deux droites ED et FD, mener un plan AB auquel 
CD serait perpendiculaire , et qui couperait le plan 
GDC mené par GD et CD, dans une droite G'D 
qui serait aussi perpendiculaire sur CD (196); on 
aurait donc alors , sur la même droite CD , par le même 
point D , et dans le même plan , deux perpendiculaires 
GD et G'D , ce qui est impossible ( 32 ). 

199. Théorème. Par un point 'pris*, soit hors d’un 
plan , soit sur ce plan, on pe peut mener qu’une seule 
perpendiculaire à ce plan ; et par le même point d’une 
droite, il ne peut passer, qu’un eeul plan perpendiculaire 
à cette droite. 

Démonstration. Le premier cas de la proposition est 
presque évident par lui-même ; car si par le point C , 
fig. 108, on pouvait abaisser sur le plan AB une autre /jg . , 0 g ( 
perpendiculaire que CD , CG par exemple , cetts 
droite serait aussi perpendiculaire sur GD , et letl iaUgle 
CGD aurait deux angles droits, conséquence ab- 
surde ( 5 a ). 

Dans le deuxième cas, si par la seconde perpendicu- 
laire CD, fig. 109 , et par la première CD , on faisait FIG w>' 
passer nn plan , il faudrait que les deux droites CD et 
C D fussent en même temps perpendiculaires à la 
droite DE, dans laquelle il rencontrerait le plan AB , 

I 2 
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conséquence encore absurde. L’énoncé de la proposi- 
tion est donc vrai dans ses deux premières parties. 

A l’égard de la troisième , si par le point D , on pou- 
vait mener , perpendiculairement à CD , un autre plan 
que AB , et dont la section avec le plan G'DC fût GD, 
il s’ensuivrait que deux droites G'D et GD , comprises 
dans le même plan que CD , seraient perpendiculaires 
au même point de cette droite , ce qui est absurde ( 3 a). 

200. Théorème. Les obliques qui s’écartent égale- 
lement de la perpendiculaire à un plan, sont égales; 
celles qui s’écartent le plus sont les plus longues , et la 
perpendiculaire est la plus courte de toutes les droites 
que l’on puisse mener d’un point donné à un plan. 

o. Démonstration. Laçerpendiculaire étant CDJig. 1 10, 
1®. tous les points situés sur la circonférence du cercle 
EF i décrit dii point D comme centre , sont également 
éloignés du point C, puisque les angles en D étant 
droits , les triangles CDE et CDF seront égaux comme 
ayantlecôté CD commun etles côtés DE, DF , égaux; 
donc CE-=iCF. 

2°. Si on joint le point G, extérieur au cercle , avec 
le centre D , la droite GG, située dans le même plan 
.que les droites CF et CD , sera plus longue que CF 

C a 7)- 

3 °. La ligne CD , évidemment plus courte que CF , 
sera nécessairement plus courte que toutes celles que 
l’on peut mener du point G sur le plan AB. 

201 'Remarques. Chaque point de la droite CD , étant 
également éloigné de tous ceux de la circonférence EF, 
peut être employé à-la description de cettê circonfé- 
rence , comme le centre D. 

C’est par ce moyen qu’on abaisserait une perpendi- 
culaire sur un plan , par un point extérieur : on dé cri-* 
raitd’aborddu point G, sur le plan AB , un cercle dont 
on chercherait le centre D ; en le joignant avec le 
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point C, on aurait la droite CD perpendiculaire sur le 
plan AB. 

La perpendiculaire CD étant la plus courte ligne que 
l’on puisse mener du point C sur le plan AB , offre la 
mesure naturelle de la distance du point C k ce plan. 

202. Théorème. Si d’un point C de la droite CG, 
oblique au plan AB , Jîg. m, on abaisse sur ce plan FIG * ' * 
la perpendiculaire CD , et que l’on joigne les points G 
et D , par une droite , la droite EF , menée dans le 
plan AB , perpendiculairement à GD , sera aussi per- 
pendiculaire sur CG. ' * 

Démonstration. Ayant pris GE = GF, et tiré les 
droites ED , FD , dans le plan AB , on aura ED~ 

FD (27). Menant ensuite les obliques CE et CF, elles 
seront égales , puisqu’elles s’écarteront également de la 
perpendiculaire ( 200); mais en les considérant par rap- 
port à CG , dans le plan ECF, elles s’écarteront éga- 
lement du pied G de la droite CG , qui sera par con- 
séquent perpendiculaire sur EF ( 3 o). 

ao 3 . Théorème. Une droite DE , fig.~ 112, située FIG. u*. 
hors d’un plan AB, mais parallèle à une .ligne quel- , 
conque AC menée dans ce plan , ne le rencontre point , 
quelque prolongée qu’on la suppose , et est en même 
temps parallèle à toute droite BF menée dans le plan 
AB , parallèlement k AC. 

Démonstration. i°. La droite DE se trouvant avec 
la droite AC dans un même plan AD , ne pourrait ren- 
contrer le plan AB, que dans son intersection avec le 
précédent, c’est-à-dire sur AC‘, mais par l’hypothèse , 

DE ne pouvant rencontrer AC, ne rencontrera pas 
non plus le plan AB. 

2*. Si par la droite DE et par l’un des points B de 
la droite BF, supposée parallèle à AC, dans le plan 
AB , on mène le plan Df, la droite Bf sera nécessaire- 
ment parallèle à DE, puisqu’il vient d’étre prouvé que 
DE ne saurait rencontrer le plan AB dans lequel Bf 
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est aussi contenue; et d’après ce qui précède , la 
ligne AC, parallèle à DE, ne pouvant pas non plus 
rencontrer le plan Df qui contient cette dernière , ne 
saurait par conséquent rencontrer la droite Bf qui s’y 
trouve aussi. Les droites AC et Bf contenues dans le 
même plan AB , ne se rencontrant point, seront donc 
parallèles ; et comme on ne peut mener par le point B 
qu’une seule parallèle kAC ( 4 ° ), il s’ensuit que Bf se 
confond avec BF, ou que DE est parallèle à BF, 
deuxième partie de la proposition. 

204. Corollaire. Il est évident par là que deux droites 
DE et BF, parallèles à une troisième AC, sont parallèles 
entre elles; car en imaginant un plan AB , qui passe par 
la droite B F et la droite AC, la droite DE remplira 
les conditions de l’énoncé du théorème ci-dessus. 

ao 5 . Théorème. Les angles B CD et EAF, qui ont 
les côtés parallèles et l’ouverture tournée dans le même 
sens, sont égaux, quoique situés dans des plans dif- 
férens. 

Démonstration. Si parles côtés parallèles CD et AE, 
CB et AF, on fait passer deux plans AD et AB , qu’on 
prenne CD = AE , CB —AF, et qu’on mène DE, 
BF, DB , EF, les figures ACDE, ACBF, seront des 
parallélogrammes ( 79 ) ; les côtés ED et B F seront 
par conséquent égaux à AC , parallèles entre eux (n° 
précédent ) , et formeront un parallélogramme dans 
lequel on aura DB = EF. Les triangles DCB et AEF, 
ayant donc leurs côtés égaux chacun à chacun , seront 
égaux et donneront BCD—EAF. 

30S. Théorème. Si dans chacun des plans AB et AD, 
on mène, par un point quelconque H de leur commune 
section AC, des droites/# et H G , respectivementper- 
pendiculaires à cette* commune section, et que l’angle 
IHG qu’elles forment entre elles soit égal à l’angle ih'g 
que forment les droites ih et hg , menées de la même 
manière dans les plans ah et ad, par rapport à la com- 
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mune section ac de ceux-ci, on pourra faire coïncider 
les deux premiers plans avec les deux derniers. 

Démonstration. Si l’on applique le plan ab sur AB, 
de manière que ac tombe sur AC, et que le point h 
soit sur le point H, la droite hg coïncidera nécessaire- 
ment avec HG , puisque les angles ahg et AIIG sont 
tous deux droits. De plus , les droites IH et HG , per- 
pendiculaires à AH, déterminent un plan GHI perpen- 
diculaire à cette droite (198); les droites ih et gh en 
déterminentpareillement un autre ghi, perpendiculaire 
à ah. Mais lorsque ah est confondue avec AH , les 
plans GHI et ghi doivent se confondre aussi , sans quoi 
11 serait -possible de mener par le même point// deux 
plans perpendiculaires à la même droite (199) ; et comme 
les angles GUI etghi sont égaux par l'hypothèse , il s’en- 
suit que hg coïncidant avec HG , ih doit aussi coïn- 
cider avec III ; d’où il est évident que les plans ad et 
^///coïncident aussi, puisque les deux droites ah êt ih', 
placées dans le premier, se confondent avec les deux 
droites AH et IH, placées dans le second (194). 

207. Corollaire. Il suit de là que l’espace compris 

entre deux.plans AB et AD, qui se coupent, considéré 
entre ces limites, peut, quoiqu'indéfini dans les autre* 
sens, être comparé à tout autre espace terminé de la 
même manière. Cet espace, qui est à l’égard des plans 
. ce que l’angle est à l’égard des droites (7)1, constitue 
l'angle de ces plans , et en mesure l’inclinaison (*). 

Je le nommerai désormais angle dièdre, c'est-à-dire 
angle à deux faces , et je le - désignerai par quatre lettre* 
dont les deux du milieu marqueront la commune sec- 
tion des plans , ou l’arête de l’angle dièdre. L’angle 


(*) On le nomme ordinairement angle plan ; mais cette expression 
est très-Ticicusc , car elle n’offre que l’idée d’un angle contenu dan* 
Cn plan , et par conséquent celle de l’angle formé par deux droites. 
Le mot dièdre est composé de deux mots grecs , dont le premiss 
signifie deux , et le second face eu base. 
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FIG. 1 »* formé par les plans AB e t AE , fig. 1 i 3 , qui se ren- 
contrent suivant la ligne AG, sera l’angle dièdre BGAE 
ou DHGC 

Il suit encore du n° précédent, que l’angle CHD , 
formé par les droites 1ID et HC , menées perpendicu- 
lairement à la commune section AG, des plans AB et 
AE , est la mesure naturelle de l’angle dièdre qu’ils com- 
prennent entre eux; car il est visible que si l’on faittour- 
ner le plan AC autour delà droite ÀG , commune sec- 
tion des deux plans proposés, ou arête de l’angle dièdre , 
la droite HC , qui coïncidera avec IID, lorsque le plan 
A C sera couché sur AB , décrira dans ce mouvement 
un plan perpendiculaire à. AG (198), et viendra se. 
placer en HF, dans le prolongement de HD, lors- 
que le plan AC se trouvera dans celui de AB-, ensorte 
que l’angle CHD commence, augmente et finit avec 
celui des plans. De plus , si l’on compare l’angle de 
deux plans a b et ae , avec celui de deux autres plans 
AB et AE , on trouvera que le rapport de ces angles 
dièdres est le même que le rapport des angles c hd et 
CHD. En effet, lorsque ces angles sont commensura- 
bles entre eux , qu’on les divise en parties qui soient 
aliquotes de l’un et de l’autre , par des droites hd! , 
HD' , HD " , et que l’on mène , par la commune section 
a g et par hd' , le plan a d ' , par la commune section 
AG et par HD 1 , IID" , les plans AD 1 , AD" , on for- 
mera d’une part les angles dièdres d h gd! , et hgc, et . 
del'autre lesanglesdièdres DHGD' , D'HGD ", D"HGC, 
qui seront tous égaux (206) ; et l’angle dièdre dhgc 
sera à l’angle dièdre DHGC comme le nombre des parties 
contenues dans l’angle c h d est au nombre des parties 
contenues dans l’angle CHD. 

Si les angles dièdres bgac et BGAC n’étaient pas 
commensurables entre eux, un raisonnement absolument 
semblable à celui du n° 109 , prouverait que leur rapport 
ne saurait être ni plus petit ni plus grand que le rapporf 
des angles c Ad et CHD. Il résulte donc delà que 


Digitized bÿ Google 



DE GÉOMÉTRIE. tff- 

V angle dièdre a pour mesure l’angle plan formé par 
deux droites menées dans chacune de ses faces , per- 
pendiculairement à leur commune section et par un 
même point de bette droite. i ' 

Il est évident que les angles dièdres jouissent des 
mêmes propriétés que les angles plans qui les mesurent ; 
les angles dièdres LGHI et BGHQ, par exemple , op- 
posés par l’arête GH , sont égaux , puisqu’ils ont pour 
mesures les angles plans CHD et IHF, opposés par 
le sommet. 

• • » ’ 

208. Corollaire. Un plan CD mené par la ligne FG K 

perpendiculaire au plan AB ,fig. 1 14 , ne penche d’an-*^' " 4 * 
cun côté de ce dernier, auquel il est par conséquent 
perpendiculaire ; car si on mène dans le plan AB , per- 
pendiculairement à CE , la droite F K , et qu’on là pro- 
longe en K' , les angles GF K et GFK' , étant droits (1 96), 

il résulte du numéro précédent que les angles dièdres 
BECD et ÀCED, formés parle plan CD, surfes deux 
parties AE et CB du plan AB^, sont égaux comme 
droits. 

Il est visible que parla droite CE , prise dans le plan- 
AB , on ne peut élever perpendiculairement sur ce plan 
que le seul plan CD. 

209. Théorème. Si , par un point quelconque de la 
commune section CE des deux plans AB , CD , qui se 
rencontrent à angle droit, on élève, perpendiculairement 
au premier, une droite FG, cette droite sera comprise 
dans le second. 

Démonstration. En effet si elle n’j était pas , on 
pourrait encore par cette ligne et par la ligne CE 
mener un spcond plan perpendiculaire à AB , ,ce qui est 
absurde (n° précéd.). . .• .: 

La droite FG est d’ailleurs perpendiculaire sur la 
commune section ( n° 196 ). , . 

a 1 o Corollaire. Il suit de là que l’intersection GH 
fig. u 5 , de deux plans CD et EF , perpendiculaires^- ,l5 - 
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à un troisième AB, est perpendiculaire à ce dernier; 
car la perpendiculaire élevée par le point G du plan AB, 
devant , par le n° précédent, se trouver en même temps 
dans le plan CD et dans le plan EF, ne peut être que 
leur commune section GH. 

fIG-n4. 21 1 • Théorème. La droite FG ,Jig- îi/f, menée per- 
pendiculairement à ÇE dans le plan CD , qui rencontre 
AB à angle droit, est perpendiculaire à ce dernier. 

, Démonstration. Si , par le point F, on mène dans le 
plan AB , la droite FK perpendiculaire à CÊ , l’angle 
GFK sera nécessairement droit, puisque le plan CD est, 
par l’bypethèse , perpendiculaire sur AB (208). Laligne 
GF se trouvant donc en même temps perpendiculaire 
aux deux droites CE et FK, menées dans le plan AB , 
sera aussi perpendiculaire à ce plan (136). 

ai a. Théorème. Deux droites FG et HT , perpendi- 
culaires à un même plan, sont parallèles entre elles; et 
réciproquement, si la droite FG est perpendiculaire au 
plan AB , et que HI soit parallèle à F G , ///sera aussi 
perpendiculaire au plan AB. 

Démonstration. Si on joint les points F et H par la 
droite CE , et que l’on mène par cette ligne et par la, 
ligne FG, le plan CD, qui sera perpendiculaire à AB, 
il comprendra la droite HI, puisqu’elle est aussi per- 
pendiculaire à AB (209) ; et cette dernière se trouvant 
alors dans le même plan que FG et perpendiculaire à la 
même droite CE, sera parallèle à FG ( 3 g). 

Réciproquement, si les lignes FG et HI sont parallèles, 
le plan CD qui les contiendra sera perpendiculaire sur 
AB, lorsque l’une d’elles, FG par exemple, sera per- 
pendiculaire ‘sur ce dernier; et comme en vertu du 
parallélisme l’autre droite HI se trouvera perpendicu- 
laire sur CE aussi bien que FG, elle sera perpendicu- 
laire au plan AB , d’après le n° précédent. 

21 3 . Théorème. Deux plans perpendiculaires à une 
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même droite GII , Jig. n6, ne sauvaient se rencon- FIG- n6. 
trer. 

Démonstration. S’ils se rencontraient en effet, et que 
l’on joignit l’un des points de leur commune section , 
qu’on suppose être EF, avec les points G et H, où la 
perpendiculaire GH les rencontre , les droites HF et GF, 
qui, partant d’un même point, formeraient un triangle 
avec GH , seraient nécessairement dans le même plan 
avec cette dernière, et comme elles devraient la rencon- 
trer à angles droits (196), il s’ensuivrait que d’un même 
point on pourrait abaisser dans le même plan deux per- 
pendiculaires sur une droite, ce qui est absurde ( 3 a). 

21 4 - Deux plans perpendiculaires à une même droite, 
ne se rencontrant point, sont parallèles entre eux. 

2i 5 . Théorème. Lorsque deux plans parallèles AB 
et CD ,fig. 1 17 , sont coupés par un troisième FH , lesFIG. 117. 
intersections EF et GH, sqnt parallèles entre elles. 

Démonstration. II est visible que les droites EF et 
GH, comprises dans le même plan FÏf , ne peuvent se 
rencontrer, quelque loin qu’on les prolonge, sans que 
les plans AB et CD, qui les contiennent respectivement, 
ne se rencontrent aussi , ce qui ne saurait arriver puis- 
qu’ils sont parallèles. 

216. Corollaire. Il suit de là, i°. que deux plans pa- 
rallèles ont leurs perpendiculaires communes); 

2 0 . Que ces perpendiculaires sont égales, d’où il résulte 
que la distance des plans parallèles est la même dans 
tous leurs points. 

En effet, si on élève sur le plan AB , Jig. 118, lapj(j M g. 
perpendiculaire GH, et qu’on tire par son pied lesdroites 
GL et GI, les plans LGH et IGH couperont les plans 
AB et CD , suivant des droites HM et //A', parallèles 
aux droites GL et G/, et par conséquent perpendicu- \ 
laires comme ces dernières à GH ; donc (196) GH est 
perpendiculaire au plan CD en même temps qu’au 
plan AB. # 

En second lieu , si on élève encore sur lé plan AB 
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la perpendiculaire ^ , et que l’on conçoive le plan 
GRS , la figure GHxn sera un parallélogramme rec- 
tangle (21 5 ), et donnera par conséquent GH=RS. 

217. Théorème. Si deux droites qui se coupent sont 
parallèles à deux autres droites qui se coupent, le plan 
déterminé par les deux premières sera parallèle à celui 
que déterminent les deux autres. 

Démonstration. En effet , si les droite » HM et HK 
sont parallèles aux droites AP et AN, et que l’on abaisse 
du point H, perpendiculairement au plan AB , la droite 
GH, elle sera perpendiculaire sur chacune des droites 
GL et G/, menées dans ce plan parallèlement aux 
droites AP et AN, et qui seront parallèles aux droites 
HM et HK (204) ; la ligne GH sera donc aussi perpen- 
diculaire sur ces dernières, et par conséquent sur le plan 
CD qu’elles déterminent (196) : les plans AB et CD 
étant alors perpendiculaires à la même droite GH, 
seront donc parallèles (ai4). 

218. Corollaire. Il suit de là que par deux droites HQ 
FIG. »» 9 et GI,fig. 119 , qui , ne se coupant point et n’étant 

point parallèles , ne sauraient être comprises dans un 
même plan , on pêut toujours faire passer deux plans 
parallèles , dont la plus courte distance donne celle des 
deux droites proposées. 

En effet , si l’on mène par un point quelconque T 
de la droite HQ, une ligne TD parallèle à G/, et par un 
point quelconque R de la droite G/, une ligne RO pa- 
rallèle à HQ, les droites HQ et TD , respectivement 
parallèles aux droites RO et G/, détermineront in» 
plan parallèle à celui qui passera par ces dernières. 

Il est visible que les droites HQ et G/ ne peuvent 
s’approcher de plus près que ces plans. 

219. Remarque. Si par un point quelconque R de, 
la droite G/, on mène une perpendiculaire RS surleplqn 
CD, le plan GS , passant jiar SR et par GI , sera en 
même temps perpendiculaire sur CD et sur AB (216), 
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rencontrera le premier , suivant une droite HK paral- 
lèle à G J (ai 5 ) , et qui coupera la droite HQ au point 
II , où celle-ci s’approche le plus de GI\ car si du 
point H on abaisse sur G/ la perpendiculaire HG, elle 
sera perpendiculaire au plan AB (211) et par consé- 
quent aussi au plan CD (ai G) : elle mesurera donc la plus 
courte distance des plans et des droites. 

Il faut bien observer qu’elle est perpendiculaire en 
même temps aux deux droites proposées HQ et G/ (196). 

220. Théorème. Deux droites GH et IK , comprises 

entre deux plans parallèles AB et EF , jig. 120, sontFIG »*»• 
toujours coupées en parties proportionnelles, par un 
troisième plan CD, parallèle aux deux premiers. 

Démonstration. Pour le prouver, on joindra d’abord 
le point H et le point /par une droite HT, puis on tirera 
dans le plan CD , par les points L , M , N , où les droites 
GH, HI, IK, le rencontrent, les droites LM et MN , 
que l’on pourra considérer comme les intersections du 
plan CD avec les plans triangulaires GHI , III K, et qui 
seront par,conséquent parallèles aux droites G/e t HK , 
dans lesquelles GHI rencontre AB , et HIK rencontre 
EF Ç. 2 i 5 ). Le triangle GHI ayant donc ses côtés GH 
et HI coupés par la ligne LM parallèle à GI, donnera 

HL: LG :: hm : mi , hl : hg mi : hi-, 

MN étant parallèle à HK , le triangle HIK donnera 

hm : mi :: K N : Ni, mt : hi :: kn : Kl, 

d’où l’on conclura, conformément à l’énoncé , 

HL : lg :: kn : ni, hl : hg :: kn : Kl, 

221. Lorsque plusieurs plans AS B , BSC, CSD ,DSE, 

ESF, FSG, GSA , fig- 121 , qui passent par le même FIG. m. 
point S , se rencontrent deux à deux , l’espace qu’ils 
comprennent entre eux , indéfini dans le sens opposé au 

point S, se nomme ordinairement angle solide, mais je 
crois devoir l’appeler angle polyèdre ou angle à plu- 
sieurs faces, parla raison que j’ai déjà' donné le nom 
à! angle dièdre , ou angle à deux faces, à celui que 
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deux plans forment entre eux (*). Cette nomenclature 
offre d’ailleurs l’avantage de distinguer les angles de ce 
genre, par le nombre de leurs faces. L’angle à trois faces 
FIG. ta *-SABC ,Jig. 122, sera nommé angle trièdre; un angle 
qui aurait quatre facfes seraif un angle tétraèdre ; l’angle 
FlG.m.SABCDEFG de la fig. iqi est un angle eptaèdre. 

Le point S où se rencontrent toutes 1 es faces de l’angle 
en est le sommet; leurs intersections successives SA, SB, 
SC, SD, SE, etc. sont les arêtes de l’angle. Ce qui cons- 
titue l’angle polyèdre S AB CD EFG, et le distingue de 
tout autre angle composé du même nombre de faces, 
ce sont les angles plaps ASB, BSC, ÇSD, etc. formés 
par ses arêtes consécutives, et les inclinaisons respectives 
de ces faces, ouïes angles dièdres qu’elles forment entre 
elles. ' 1 

Il y a donc dans l’angle , trièdre six choses à considé- 
rer, savoir : trois angles plans et trois angles dièdres. 

222. Théorème. La somme de deux quelconques des 
angles plans qui composent un angle trièdre est toujours 
plus grande quç lp troisième. *,.ÿ *' 

Démonstratlan. Si les angles plans ASB, ASC , BSC, 
FIG. m. fig. 122, étaient égaux entre eux , 1 a, proposition serait, 
évidente par elle-même. Dans le<cas.c on traire, soity/SÆ, 
le plus grand des trois ; on y, mènera la droite SD de 
. maniéré que l'angle ASP sdit égal a ASC) on prendra 
SD=SC, et on tirera lef droites AD B, AC, BC. Les 
deux triangles ASC et ASD seront égaux, puisque les 
angles AS C et ASD , égaux par construction , se trou- 
veront compris entre des côtés respectivement égaux; ou 
aura donc AC—AD) mais AC-\-BC^> AB (i 5 ), ou 
AC-\-BC> AD -\-BD : retranchant de part et d’autre 
les lignes égales AC et AD , il en résultera BC^>BD. 


(*} On verra pins bas de» raisons assez fortes pour bannir «le la 
Géométrie le mot solide, dont la signification la plus connue dans 
notre langue, répondit une idée très-différente d« celle «pi’on y 
attache en Géométrie. 
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Or les triangles BSC et BSD ajant les côtés SC et 
SD égaux entre eux et le côté SB commun , l’angle 
BSC , opposé au côté BC plus gr and que BD, surpassera 
nécessairement l’angle BSD opposé à ce dernier (ig) ; 
d’où il est évident que ASC-\-BSC—ASD-\- BSC 
surpasse ASD -f- BSD ou ASB. 

223 . Théorème. Si deux angles trièdres S A B C 
S' A' B' C,fig. ia 3 , sont formés de trois angles plans FK 
égaux chacun à chacun , les angles dièdres compris entre 
les angles plans égaux seront égaux; c’est-à-dire, que les 
faces semblables seront également inclinées entre elles 
dans chacun des angles trièdres proposés (*). 

Démonstration. Soit ASB— A' S' B' , ASC=A'S' C , 
BSC=B'S' C ; si, sur. les arêtes BS et B' S' parlesquelles 
se joignent des angles plans égaux, on prend BS=B'S' t 
et que par les points B et B', on conçoive des plans ABC, 

A' B ' C ', perpendiculaires à ces arêtes , les triangles BS C , 
ASB, étant rectangles en B, comme les triangles B’ S' C', 
A'S'B' , le sont; en B' , seront égauxàçes derniers, àcause 
de l’égalité des côtés BS et B 1 S', et de celle des angles 
BSC et B'S'C ASB et A'S'B 1 (i8) : on aura donc 
SC^C, SA=S'A', BC^B'C, AB— A' B'. 

Mais comme ASC—A'S'C', les tr iangles ASC et A' S' C' 
seront égaux(i S), etdonnerontparcpnséquentv/ C~A' C'. 
Enfin les trois côtés des triangles ABC et A' B' O étant 
égaux, les angles ABC et A'B'C' , qui mesurent les 
angles dièdres formés par les plans BSC et ASB, B'S'C' 
et A' S! B' (206) , seront égaux comme le porte l’énoncé 
de la proposition. 

Obs. Pour que le plan ABC puisse rencontrer les 
arêtes SA et SC , il faut que les angles ASC et BSC 
soient aigus. Si le contraire avait lieu, on prolongerait 
au-delà du point S , soit l’une des arêtes SA, SB , 

(*) Cette proposition et la suivante sont extraites de l’édition 
d’Euclide donnée par Kobert Simson , qui les a démontrées le pre- 
mier, pour remplit une Ucuue que présentait 1« 11 * livre des Elé- 
ment d’Euclide. 
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soit toutes les detix. Ces' prolongc'mens donneraient uij 
nouvel angle trièdfe’, dans lequel l’angle dièdre formé 
sur l’arête SB , serait ou le supplément de CSB A , 
ou la continuation de cet angle (207). La même cons- 
truction opérerait un changement analogue sur l’angle 
trièdre S' A' B" C . . ‘ 

224* Théorèine. Deux angles trièdres SABC et 
S" A" B" C, formés par trois angles plàns égaux et sem- 
blablement disposés entre eux , sont égaux dans toute* 
leurs parties. 1 \ 

■ J Démonstration. En effet, ayant fait coïncider les faces 
égales ASB et A tt S u B", par les arêtes AS et A" S " f les 
face» égales ASCetA"S" C" , quî sont également inclinées 
sur les précédentes' (ri° précéd.), coïncideront aussi ; et 
à cause de l’égalité dés angles plàns ASB , A"S 3 B*, ASC, 
A*$*C, lesarétes SB et S" B", SC et S" C, coïncideront, 
et'pàr conséquent aüSsilesfaces Z?.SC et B" S* C 1 ', déter- 
minées par ces arêtes'. 

225 . Remarqué. Il est bien important d'observer que 
la coïncidence des arigles trièdresnè petit avoir lieu que' 
dans le cas où les faces égales sont 'semblable nient pla- 
cées dans l’un et dans l’autre; c’est-à-dire lorsque tous 
deux étant posés sut des faces égales , et ayant leur 
sommet tourné dir même côté, les angles dièdres égaux 
sont ouverts dâns le même sens , ainsi que cela arrivé à 
l’égard des Ailles S ABC et S" A" B" C , mais non pas à 
l’égard des angles SABCet S' A'B'C'. Dans ce dernier, 
l’angle dièdre CB' S' A 1 , compris entre les angles plans 
A' S' B' , B'S'C , a son ouverture en sens contraire de 

i • e ; , 

celle de l’angle dièdre CBS A , qui lui est égal comme 
compris entre les angles plans ASB, BSC , respective- 
ment égaux aux précédens; et l’on v®it bien qu’il est 
impossible de faire coïncider ces deux angles trièdres." 

L’égalité des triangles ABC et A'B'C , sur laquelle 
repose celle des angles dièdres formés par des angles 
plans égaux , subsiste toujours, parce que si on les con- 
çoit détachés de l’angle trièdre , on peut retourner le 

plan 
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plan du second pour l’appliquer sur le premier, renver- 
sement qui ne peut avoir lieu à l’égard des angles po- 
lyèdres. On ne peut donc conclure, l’égalité des angles 
trièdres S ABC et S'A'B'C' que de celle de leurs parties 
constituantes , et parce qu’il n’y a pas de raison pour 
qu’ils diffèrent l’un de l’autre, étant formés des memes 
angles plans et des mêmes angles dièdres. 

Comme leur différence ne résulte que d’une simple 
transposition de parties , c’est-à-dire de ce que l’ordre des 
angles plans de l’un étant AS B , ASC, CSB , celui des 
angles correspondans de l’autre est A'S’JÏ , C S' B' , 

A' S' C , je croiâqu’on pourrait les nommer angles trièdres 
inverses l’un de l'autre , et dire en conséquence que , par 
rapport à l'espace qu’ils renferment, deux angles trièdres 
inverses l’un de l’autre sont égaux (*). 

Il y aurait encore à examiner plusieurs cas d'égalité 
dans les angles trièdres , mais je me bornerai à celui 
du n° précédent , qui suffit pour mon objet. 

226. Théorème. La somme des angles plans qui com- 
posent un angle polyèdre convexe , c’est-à-dire dont 
toutes les aretes sont saillantes ou extérieures, mais 
d’ailleurs quelconque , est toujours moindre que quatre 
droits. 

Démonstration. Si l’on ferme l’angle polyèdre SAB 
CDE ,Jig. 124, par un plan quelconque , les côtes du FIG. 


(*) Legendre, à qui l'on doit la remarque et l’éclaircissement de 
la difficulté que présente l’égalité des angles trièdres inverses, les 
nomme symétriques , parce qn’il les considère comme construits 
de différens eûtes d’un même plan. En effet, si l’on retournait l'angle 
trièdre S'A’B'C' pour le placer au-dessous de S"A"B‘C", eu 
S" A" B" C"' , en faisant coïncider l’angle plan A S' B' avec son égal 
A" S" B' , par les aretes correspondantes AS' et ^i 'S", BS' et 
B" S" , les deux angles trièdres présenteraient de charpie côté du plan 
A 1 S" B" ries espaces symétriques. Legendre a donné il cette idée 
ingénieuse des dévcloppemens qui jettent un grand jour sur la 
théorie des polyèdres (ou coq» faces planes), et pour lesquels 
je renvoie à. son ouvrage. 

Géométrie. 7 e édition. K 
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polygone ABCDE , formé par les intersections de ce 
plan avec chacune des faces de l’angle polyèdre proposé, 
changeront ces faces en autant de triangles. En consi- 
dérant séparément l’angle trièdre BACS , on a 
SBA 4. SBC > ABC ( 222 ), 
l’angle trièdre CBDS donne de même 
S CB -f SCD > B CD, 

et ainsi des autres : la somme des angles SAB , SBA , 
SBC, SCB, etc. formés sur les côtés AB , BC, etc. des 
triangles ASB , BSC , etc. surpassera donc celle des 
angles intérieurs du polygone ABCDE , et vaudra par 
conséquent plus de deux fois autant d’angles droits que 
ce polygone a de côtés moins deux , ou que l’angle po- 
lyèdre a de faces moins deux (82). Si on retranche cette 
somme de celle de tous les angles des triangles SAB, SBC, 
SCD , etc. composée d’autant de fois deux angles droits 
que l’angle polyèdre a de faces, il restera nécessairement 
moins de deux fois deux angles droits ou de quatre angles 
droits, pour la somme des angles plans ASB , BSC , etc. 
formés au sommet S de l’angle polyèdre S ABCDE. 

Des corps terminés par des plans. 

227. Les corps terminés par des plans se nomment 
corps polyèdres , ou simplement polyèdres. 

On ne peut fermer de toutes parts un espace par un 
nombre de plans moindre que quatre. Le corps S ABC, 
FIG. iz 5 . Jig. iq5, compris entre les quatre plans ASB , ASC, 
BSC , ABC , se nomme tétraèdre. 

Tout corps dont une des faces est un polygone quel- 
conque et dont toutes les autres sont des triangle# 
avantleur sommet au même point, se nomme pyramide. 
FIG. 126. Le corps SABCDE , fig. 12S, est une pyramide pen- 
tagonale, parce que sa base ABCDE est un pentagone; le 
point 5 , sommet commundes triangles ASB, BSC ,CSD, 
DSE , ES A, est aussi le sommet de la pyramide. Le 
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tétraèdre S ABC de la figure 125 est lui-même une py-FIG. ia 5 . 
ramide triangulaire. 

Les tétraèdres sont dans l’espace , ce que les trian- 
gles sont sur un plan ; car de mêmelqu’on fixe la posi- 
tiorud’un point sur un plan , en le liant , par un triangle , 
à deux points donnés, on fixe celle d’un point dans 
l’espace, en le liant, par un tétraèdre, à trois points 
donnés. Voici les principales propriétés des tétraèdres, 
jointes à quelques-unes de celles des pyramides qui 
ont la plus grande analogie avec les tétraèdre*. 

228. Théorème. Si les angles trièdres S et S' des tétraè- 
dres S ABC, S'A'B'C'yJig. 1 25 , sont composés de trian- FIG. Tî 5. 
gles égaux et semblablement disposés, ces tétraèdres 
seront égaux ; et ils le seront encore si les faces SAB et 
SAC de l’un sont égales aux faces S' A' B' et S'A'C' 
de l’autre, assemblées de la même manière, et forment 
entre elles le même angle dièdre que celles-ci. 

Démonstration. i°. Il est évident qu’en faisant coïn- 
cider la face SAB avec la face S' A' B' , les autres faces 
égales étant également inclinées sur celles-ci (223), 
coïncideront aussi. 

2 0 . La face SAB coïncidant avec S' A' B', la face SAC 
coïncidera avec S'A’C', quand l’angle dièdre CS AB sera 
égal à C'S'A'B') et les droites SB et S C se trouvant alors 
confondues avec S' B' et S'C, les faces SBC et S' B' O 
coïncideront nécessairement. 

22<). On donne le nom de polyèdres semblables à 
ceux dont les faces sont des polygones semblables et dont 
les plans sont en même nombre, semblablement disposés 
et également inclinés les uns à l’égai’d des autres, ou 
forment des angles dièdres égaux ; mais pour les té- 
traèdres , une partie de ces conditions entraîne l’autre. 

2oo. Théorème. Lorsque les triangles qui forment 
deux angles trièdres homologues de deux tétraèdres , M 
sont semblables chacun à chacun , et semblablement 
disposés , ces tétraèdres sont semblables ; et ils le seront 

K a 
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encore si deux faces de l’un font entre elles le même 
angle que deux faces de l’autre, sont en outre sem- 
blables à celles-ci , et assemblées par des côtés homo- 
logues. * 

Démonstration. i°. Si les triangles S AB , S AC, SB C, 
i'IG- iiS-fîg. 125 , sont respectivement semblables aux triangles 
• S' DE , S' DF, S 1 EF, et disposés de la même manière , 
que l’on prenne sur l’aréte S'D, homologue dans le 
tétraèdre S 1 DEF, à l’art te SA du tétraèdre SABC , la 
partie S' A! r=S A , et que par le pointé, on mène le plan 
A' B' C parallèle à DEF, on déterminera dans e tétraè- 
dre S' DEF, un tétraèdre S ' A' B' C’ semblable à S' DEF 
et égal à S ABC. 

• En effet , il est évident qu’en vertu du parallélisme 
des droites A' B' et DE, A' C et DF, B' C' et JE/’’ (21 5 ), 
les faces S' A' B' et S'DE i S'A'C et S DF, S' B' C et 
S' EF, situées deux à deux dans le même plan, seront 
semblables. De plus, les triangles A' B’C et DEF, 
situés dans des plans différens , ayant aussi leurs côtés 
parallèles, et par conséquent leurs angles égaux (ao5), 
seront semblables. Les deux tétraèdres S' A' B 1 C et 
& DEF ayant, donc leurs faces semblables etleursangles 
trièdres homologues formés par des angles plans égaux, 
auront , chacun à chacun , tous leurs angles dièdres 
égaux ( 225 ) , et seront nécessairement semblables. 

Maintenant les triangles S'A'B', S'A’C, équiangles à 
S' DE et à S" DF, par construction , et par conséquent à 
SAB et àSAC, d’après l’hypothèse , seront égauxà ces 
derniers, puisque les deux côtés homologues S' A' et SA 
sont égaux ( 18 ); on aura donc ainsi S' B' = SB , 
S’C—SC, cequientraîneral’égalitédestriangjes équian- 
gles S' B' C et SBC , et par suite celle des tétraèdres 
S' A' B' C et S ABC (228). Donc enfin les tétraèdres 
S ABC et S 1 DEF, l’un égal, l’autre semblable à 
S'A'B'C’, sont semblables entre eux. 

a°. St les triangles SAB et SAC sont semblables aux 
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triangles S' DE et S' DF, de plus , joints par des côtés 
homologues à ceux qui réunissent ces derniers , et que 
l’angle dièdre CS AB soit égal à l’angle dièdre FS' DE , 
lè tétraèdre S' A' B 1 C , construit ci-dessus , sera égal à 
SA B C (aa 8), comme ayant deuxfaces, S' A' B' et S' A' C, 
égale§ aux faces SAB et SAC, et formant entre elles le 
même angle dièdre que ces dernières; le tétraèdre S.///? C 
sera donc encore semblable à S' DEF. 

a 3 i. Théorème. Deux pyramides quelconques sont 
semblables lorsque toutes leurs faces sont semblables et 
semblablement disposées. 

Démonstration. Si les deux pyramides SABCDE 
S'FGHIK,fig. 1 26, ont leurs faces semblables chacune 
à chacune , il ne reste plus, pour démontrer leur simili- 
tude , qu’à prouver l’égalité de leurs angles dièdres; or, 
puisque les polygones ABCDE et FGUIK , étant sem- 
blables, peuvent être partagés en un même nombre de 
triangles semblables par des diagonales menées d’un de 
leurs angles à tous les autres , le triangle ABC sera sem- 
blable au triangle FGH : les angles trièdres B et G se- 
ront donc formés d’angles plans égaux, et par conséquent 
leurs angles dièdres seront égaux ( 223 ). On ferait voir 
de la même manière l’égalité des angles dièdres appar- 
tenans aux angles trièdres C et H, D et I , etc. 

a 32 . i er Corollaire. Si l’on coupait la pyramide 
S'FGHIK par un plan A'B'CD'E', parallèle à FGHIK , 
op .a urait une pyramide S' A' B' C'D' E' semblable à la 
pyramide entière , car il est facile de reconnaître que 
toutes les faces de l’une seraient semblables à celles de 
l’autre , et semblablement disposées , puisque les trian- 
gles A'B'C, A'C'D 1 , A'D'E' , sont respectivement 
semblables aux triangles FGH, FHI , FI K , d’où il 
résulte que les bases A! B' C D’ E‘ et FGHIK sont sem- 
blables entre elles. 

Il est visible que les pyramides S 1 A' B' CD' El et 
S ABCDE seront égales, si l’une des arêtés S'A' de la 

Ko 
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première est égale à sa correspondante SA dans la se- 
conde ; car les faces de l’une et de l’autre étant sembla- 
bles à celles de la pyramide S'FGHIK , sont semblables 
entre elles , et doivent par conséquent devenir égales 
lorsqu’elles ont un côté commun , puisqu’en vertu du 
n° 1 8 , des triangles équiangles sont égaux quand 
ils ont, chacun à chacun, un côté égal : de plus, les 
angles tri étire s de chacune de ces pyramides, étant for- 
més d’angles plans égaux , auront leurs angles dièdres 
égaux ( 223 ). Par conséquent lorsque les bases 
A'B'C'D'E' et AB CD F. coïncideront, les pyramides 
S'A'B'CD'E? et SABCDE coïncideront aussi. 

En menant des plans par les sommets S et S' et par les 
diagonales AC , AD , F H et FI , on prouverait encore , 
avec un peu d’attention , que les pyramides SABCDE , 
S' A' B' CD' El et S'FGHIK sont composées d’un meme 
nombre de tétraèdres semblables et semblablement dis- 
posés, etqueles pyramides S' A' B' CD' E' et SABCDE, 
le sont de tétraèdres égaux; d’où on pourrait aussi 
conclure que ces dernières sont égales. 

Il convient d’observer que l’égalité de ces pyramides 
emporte celle des perpendiculaires SP et S'P' , abaissées 
des sommets S et S', sur les bases respectives. 

a33. 2 e Corollaire. Il suit de la similitude des faces 
des pyramides SABCDE , S'FGHIK , que les arêtes 
de ces pyramides sont proportionnelles entre elles et aux 
perpendiculaires SP et S'Q, abaissées des sommets sur 
les bases ; car en comparant les faces triangulaires ho- 
mologues SAB etS'FG, SBC et S' GII, etc. on aura ces 
suites de rapports égaux. 

sa : s'F n ab : fg :: SB : s'g , 
sb : s'g :: bc : gh :: sc : sh, 

desquelles on tirera celle-ci : 

' sa : SF :: sb : s'g :: sc : s'H, etc. 

:: ab : fg bc : gh, etc. 
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De plus , le parallélisme des plans A'B’C'D'E' et 
o F GUI K donne (220). 

S'A' : s' F :: s'F : S’Q, 
ou sa : s' F :: sp : S'Q, 

})iiisque S' A'— SA, S' P'— SP] etle rapport de SA : S' F 
lie cette dernière proportion aux précédentes. 

234 . Remarque: On peut, par le moyen de ce 
qui précède , trouver la hauteur d’une pyramide , 
quand on connaît les dimensions d’un tronc tel que 
FGIïIKA' B' C' D' E' , qui reste lorsqu’on en a retranché 
la partie supérieure S' A' B' C'D'E ' , au moyen d’un plan 
A' B' CD' E' parallèle à la base FGHIK. Pour cela, il 
suffit de considérer la proportion 

A' b' : fg :: s'P' : S'Q, 

de laquelle fen conclut 

fg — A' b' : fg :: s'q—s'p ' : s' o, 

ou FG — A' B' : FG :: P'Q : S'Q -, 

les trois premiers termes de la dernière proportion sont 
donnés par le tronc même , dont P’ Q est la hauteur , et 
font connaître la hauteur S'Q d^ la pyramide entière. 

235 . Théorème. Les bases des pyramides semblables 
S’ A' B' CD’ E' et S' FGHIK , sont entre elles comme les i 
quarrés de deux arêtes homologues quelconques, S'A' 

S' F, et comme les quarrés des perpendiculaires S'P' et 
S'Q , abaissées du sommet sur leur plan. 

Démonstration. Les bases étant semblables, on a 
d’abord 

A'B’CD'E' *. FGIIIK 1 B'\ Fg\ 176); 

mais par le n° 233 , 

A' B' : fg:: s’ A' : s’f :: S'P' :S'Q, 


et par conséquent 


A' B' : FG :: S'A' : S'F S'P 1 : S'Q, 

d’où il résulte 1 

K 4 


ï 


K. 
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A' DCD'£?: fghik ::'s r Â'\ &f\: s , p ,! ‘:s , ~q > 

ce qui contient les deux parties de la proposition. 

Il est visible que dans les proportions obtenues pré- 
cédemment , on peut substituer, au lieu de la pyramide 
S' A' lï CD’ E' et deslignes qui lui appartiennent, la py- 
ramide égale S Ali CD E et les lignes correspondantes. 

206. Corollaire. Il suit de là que les sections faites 
, à la même distance des sommets dans deux pyramides 
quelconques, sont dans un rapport constant, quelles 
que soient d’ailleurs ces distances et les figures des bases. 
MC. i-i5£ n effet, si dans le tétraèdre de la figure 125 , les dis— 
* l 1JJ tances S 1 Q et S'P' sont égales aux’distances S'Q et S'P", 
dans la pyramide de la figure 1 ab‘ , le rapport des quar- 
rés des deux premières étant égal à celui des quarrés 
des deux dernières, le rapport des triangles DEF et 
A! B'C sera par conséquent égal à celui des pentagones 
FGHIK m e t A'B'CD'E' ensorte qu’on aura 

def : A' B'C' :: fghik : a'b'C'D'e' 

ou DEF : FGHIK A' B'C' : A'B'C'D'E'. 

2.37. O11* distingue ^ncore parmi les polyèdres, sous 
le nom de prismes , ceux qui ont deux faces opposées , 
égales et parallèles , qu’on nomme bases , et dont 
toutes les autres sont des parallélogrammes. Le corps 
» iC. ABCDEFGIIIK , fig. 127, est un prisme ; sa base est 
le pentagone ABCDE , et voici sa construction : par le 
sommet des angles de cette base et hors de son plan , 
on a mené des droites AF, BG , etc. parallèles entre 
~ elles, et terminées à un pian FGHIK parallèle au plan 
ABCDE. Les arêtes AF, BG, CH , etc. prises deux 
à deux, déterminent les faces AFGB , BGHC , etc. 
qui sont des parallélogrammes , puisque, les droites AB 
et FG , BC et GH, sont parallèles deux à deux (ai5). 

Il est visible que le polygone FGHIK , formant la base 
supérieure du prisme , est égal au polygone ABCDE , 
formant la base inférieure; car ils ont leurs côtés et 
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leurs angles égaux chacun à chacun (21 5 ). Par la même 
raison , la section faite dans le prisme proposé par tout 
plan parallèle à sa base , sera aussi égale à cette base. 

On doit remarquer que chaque angle polyèdre d’un 
prisme n’est composé que de trois angles plans. 

Un prisme dont les arêtes sont perpendiculaires sur 
sa base, est droit ; les autres sont obliques. 

238 . Le prisme ABCDEFGH ,fig. 1 28, qu’on dési-FIG. ia8. 
gnerait aussi par A G, et dont la base AB CD est un parallé- 
logramme, se nomme parallélépipède; ses faces opposées, 

ABFE , CDIIG , par exemple , sont égales et parallèles. 

Leur égalité est évidente d’après la construction du 
prisme (237), et leur parallélisme, résulte de celui des 
côtés des angles EAB , HDC , égaux entre eux (217). 

23 q. Théorème. Un polyèdre compris entr^ six plans, 
parallèles deux à deux , est un parallélépipède. 

Démonstration. i°. Le plan ABFE coupant les deux 
plans parallèles A B CD et EFGH , suivantles droites AB 
et ÜLF parallèles entre elles (ni 5 ), etles plans parallèles 
ADHE et BCGF* suivant les droites AE et ^/^paral- 
lèles entre elles, la figure ABFE est nécessairement un 
parallélogramme. On montrerait de la même manière que 
chacune des autres faces du polyèdre AG est un paral- 
lélogramme. a®. Les côtés AB et DC étant opposés dans 
le parallélogramme A B CD sont égaux; les cités HD 
et AE, CG et BF, le sont aussi comme opposés dans les 
parallélogrammes ADHE, BCGF ; enfin lesangles CDH 
et BAE, DCG et ABF , sont égaux comme ayant leurs 
côtés parallèles et leur ouverture tournée dans le même 
sens (2o5) : les parallélogrammes opposés, ABFE et 
CDHG , ayant ainsi , chacun à chacun, trois côtés et 
deux angles égaux, serontdonc égaux ( 85 ). 

240. Théorème. Si les angles trièdres B et B ' des 
prismes AI et A'J 1 ,Jig. 1 27, sont composés de polygones*^»* ** 
égaux et semblablement disposés, ces prismes seront 
égaux. • N . 
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Démonstration. Il est visible que lorsque la coïnci- 
dence des angles trièdres B et B' sera établie (224) , les 
faces ABCDE et A'B'C'D'E ', BCHG et B' C'H G', se 
trouvant confondues, les droites CD et C'D ' , CII et 
C'H' coïncideront nécessairement , à cause de l’égalité 
de ces faces. Mais les lignes CD et CII détermi- 
nant la face CDIH , et les Jjgnes C'D' et C'H' la face 
correspondante C'D'J'H' , il s’ensuit que ces faces coïn- 
cideront aussi. On prouverait de même que tous les autres 
parallélogrammes du prisme AI doivent se confondre 
avec ceux du prisme A' I' , d’où il résulte que les poly- 
gones FGHIK et F' G' HT K’ t coïncideront aussi , puis- 
que les côtés du premier se trouveront confondus avec 
ceux du second. 

a 4 i- Remarques. Je passe maintenant aux polyèdres 
de figure quelconque. On peut toujours, en joignant 
par des droites , le sommet d’un de leurs angles à tous 
les autres ,- et divisant toutes leurs faces en triangles, 
les partager en pyramides triangulaires qui ont pour 
faces des plans menés de ce pointeaux arêtes , et aux 
diagonales des faces du corps proposé. L’inspection 
139.de la fi%. îaq, rend la chose évidente. Le polyèdre 
AB CD EF G se trouve partagé dans les cinq pyramides 
GABC, GABF, GAEF, GAEC, GEDC, 

dont le sommet est au point G , et qui se forment en 
joignant d’abord ce point avec les sommets A , B , C, 
D , E , des autres angles polyèdres, ce qui donne les py- 
ramides G ABCDE , GABF, GAEF, ayant pour base 
les diverses faces qui ne font point partie de l’angle po- 
lyèdre G ; et partageant ensuite en triangles celle de ces 
faces qui a plus de trois côtés , on a les bases des pyra- 
mides triangulaires désignées précédemment. 

Je ne m’arrêterai pas à prouver que deux corps com- 
posés d’un même nombre de pyramides triangulaires 
égales et semblablement disposées , sont égaux ; mais je 
ferai remarquer, par analogie, avec ce qui a été dit 
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sur les polygones dans le n° 91 , qu’un polyèdr^juel- 
conque est déterminé en donnant les sommets ^Ktroia 
de ses angles polyèdres , et leurs distances à tous les • 
autres (227). Il suit de laque N désignant le nombre des 
angles du polyèdre , sa détermination absolue dépend 
des 3 (IV — 3 ) lignes menées aux angles du triangle 
pris pour base , et des trois côtés de ce triangle , ce 
qui fait en tout 3 N — 6 données. 

243. Théorème. Deux polyèdres qui sont composés 
d’un même nombre de pyramides semblables et sembla- 
blement disposées, sont semblables. 

Démonstration. Soient\esdenxpo\yèdres A B CDEFG, 
abcdef g , fig. 1 29 , composés d’un même nombre de FIG. 139. 
Pyramides semblables * - 

GABCDE et gabcde , 

G A EF ■ et gaef, 

G ABF et gabf (*), 

dont les sommets sont aux points G , g, et semblablement 
disposées ; il faut prouver que toutes les faces de l’un 
des corps sont semblables à celles de l’autre , sembla- 
blement disposées, et forment de» angles dièdres 
égaux (229). 

En jetant les yeux sur la figure , on voit d’abord que 
toutes les faces des deux polyèdres sont ou des faces 
semblables de pyramides homologues , ou composées 
d’un même nombre de ces faces , semblablement dis- 
posées entre elles. 

Les faces telles que ABCDE et abcde , sont dans 
lepremier cas, puisqu’elles appartiennent aux pyramides 
GABCDE et gabcde , situées de la même manière 
dans l’un et dans l'autre polyèdre. 


(*) Pour aider le lecteur. ’i concevoir lej pyramides comprises dans 
chacun des polyèdres, la première lettre désigne toujours le som- 
met , et les autres font connaître la base. 
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Il m est de même des faces ABF , abf, commune» 
aux pÇjrèdres et aux tétraèdres G AB F et g a bf. 

La similitude des faces DEFG et defg se rapporte 
au second cas , parce qu’elles sont respectivement for- 
mées des triangles DEG et EFG , de g et cfg , ap- 
partenons aux pyramides G AB CD E et G A EF, gabcde 
et gaef, dont les deux premières sont semblables aux 
deux dernières. Il en sera de même des faces BFGC et 
bfgc , composées des triangles BCG et BFG ,■ bcg et 
bf g, appartenans aux pyramides GABCDEe t G ABF, 
gabi de et gabf. 

Un semblable raisonnement prouverait la similitude 
de toutes les faces des polyèdres, en quelque nombre, 
qu’elles fussent. 

On s’y prendra de même pour reconnaître l’égalité 
des angles dièdres que ces faces comprennent. Les uns 
sont égaux, parce qu’ils sont communs aux polyèdres 
et à deux pyramides semblables : tels sont les angles 
GDEA et gdea , faisant partie des polyèdres et des 
pyramides GABCDE et gabcde : tels sont encore 
les angles G EF A et gefa, appartenans aux tétraèdres 
GAEF et gaef.- 

Les antres angles sont égaux parce qu’ils sont formés 
de la réunion d’un meme nombre d’angles égaux comme 
appartenans à des pyramides semblables : tels sont les 
angles BFAE et bfae , composés respectivement des 
angles BFAG et GAFE , et bfag etgafe, appartenans 
aux pyramides GABF et GAEF , gabf et gaef. Le 
même raisonnement aurait beu, quel que fut le nombre 
d’angles des polyèdres; il pourrait arriver que ces angles 
fussent composés de plus de deux angles des pyramides, 
mais la démonstration ne changerait pas dans ce cas : 
on remarquera d’ailleurs son analogie avec celle du 
n° 88, qui se rapporte aux polygones (*). 


(*) II' faut bien remarquer que parmi tou les les conditions com- 
prises dans la définition des polyèdres semblables, rapportée au no 22 g, 
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a43. Théorème. Lorsque deux polyèdres sont sem- 
blables , ils peuvent être partagés en un même nombre 
de tétraèdres semblables et semblablement disposés. 

Démonstration. Il est d’abord évident que si dan* 
les faces semblables des polyèdres proposés , on joint 
les angles homologués par des diagonales , on formera 
sur ces faces un même nombre de triangles semblables 
et semblablement disposés. Choisissant ensuite sur le* 
deux corps deux faces semblables , et prenant dans 
chacune un angle homologue , pour le joindre à tous les 
autres du corps dont il fait partie , les polyèdres pro- 
posés seront partagés en un même nombre dê tétraèdre* 
semblablement disposés, et dont toutes les bases seront 
semblables. 

Ces tétraèdres pourront se diviser en deux classes: 
les uns auront deux faces communes avec les polyèdres, 
et comprenant entre elles des angles dièdres égaux 
comme appartenans aux polyèdres ; ils seront donc 
semblables. Dans cette classe sont les tétraèdres 
OCDE et gcde , dont les faces , GDC et GDE , gdc et 
gde , sont semblables comme triangles homologues des 
faces semblables DEFG et defg des polyèdres , et 
comprenant les angles dièdres CGDE, cgde , apparte- 
nans aux polyèdres. 

Les tétraèdres de la seconde classe sont composés de 
faces homologues des- tétraèdres de la première , et com- 
prenant des angles formés par la différence d’angles 
égaux de ces tétraèdres, et d’angles égaux des polyèdres. 
De ce nombre sont les tétraèdres GAEC , gaec. En 
effet, la comparaison des tétraèdres GCDE et gcde , 
dont la similitude a déjà été démontrée , prouve que les 


il y en a toujours quelques-unes qui résultent nécessairement des 
autres ; mais il eût été trop long (le discuter en détail ces diverses 
circonstances, pour lesquelles on fera bien de consulter la dernière 
édition anglaise de l’Eucüd» (le II. Sirntou , ou les lîkutcns de Géo- 
métrie (U Legendre. 
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triangles GEC et ge c sont semblables , et que les angles 
dièdres DCGE et dcge sont égaux; la comparaison 
des tétraèdres GABC et gab c , qui ont aussi deux 
faces comnwnes avec les polyèdres, savoir B CG et ABC 
pour le premier , bcg et abc pour le second , prouve la 
similitude des triangles ACG et ùcg, ainsi que l’égalité 
des angles dièdres BCG A et bcga. Maintenant si des 
angles dièdres BCGD et bcgd , égaux , puisqu’ils sont 
formés par des faces homologues des polyèdres , on re- 
tranche respectivement les angles DCGE et dcge, 
BCGA et bcga , dont on a déjà montré l’égalité , les 
angles dièdres restans , ACGE et a cge , seront égàux ; 
par conséquent les tétraèdres GAEC et gaec seront 
semblables. De pareilles considérations rendraient évi- 
dente la similitude de tous les tétraèdres qui n’dnt pas 
deux faces communes avec les polyèdres. 

Il est bon de remarquer la similitude des triangles 
ACG et acg , formés par les diagonales des polyèdres, 
parce qu’il en résulte que les sommets des angles po- 
lyèdres, A , G ,C , a , g , c, homologues dans des faces 
semblables, sont semblablement placés, les uns par 
rapport aux autres , dans tous les plans qui les joignent, 
et qui sont eux-mêmes semblablement placés et égale- 
ment inclinés par rapport aux faces qu’ils rencontrent. 
On en conclut que les sommets de ces angles sont sem- 
blablement placés dans les deux corps , ainsi que par 
rapport aux faces homologues, et sont par conséquent 
homologues dans les corps. Cette démonstration est en- 
tièrement analogue à celle du n* 89 , relative aux poly- 
gones. 

244. Théorème. Les arêtes homologues des polyè- 
dres semblables sont proportionnelles , ainsi que les dia- 
gonales des faces homologues , et les diagonales inté- 
rieures aux polyèdres. 

Démonstration. En effet, si l’on compare successive- 
ment les faces homologues B CG F et bcgf , et les 
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triangles AGC et agc , on aura ces deux suites de rap- - 
ports égaux : ! ' 

bc : bc :: bf\ bf :: fg :f s :: bg : b g :: GC: gc , 
gc : g c :: ac: ac :: ag :a g , 

qui se lient entre elles par le rapport commun GC’.gc , 
et que l’on combinerait de même avec les suites de rap- 
ports égaux déduits de la comparaison des autres faces 
homologues. 

245 . Remarque. Je n’entrerai dans aucun détail sur 
la mesure de l’aire des surfaces qui terminent les po- 
lyèdres , puisque ces aires étant celles de figures planes , 
s’évalueront toujours par les propositions de la II e sec- 
tion de la I re partie. J’observerai seulement que la 
somme des aires des parallélogrammes qui enveloppent 
un prisme, sans y comprendre les deux bases, est égale 
au produit de l’une des arêtes AF , BG, CH, etc. de 
ce prisme , Ji g . 127 , par le contour de la section FIG. ta;. 
LMNOP , faite par un plan qui leur est perpendicu- 
laire. En effet, il suit du n° 196 que les côtés LM, 
w , NO , etc. de cette section , sont les hauteurs des 
parallélogrammes ABGF , BCHG , CDIH, etc. en pre- 
nant pour bases les arêtes AF, BG , Cil , etc. -, on aura 
donc 

ABGFz= ÂFX LM, BCHG z=llG X MN , etc. 

et comme les arêtes AF , BG , etc. sont égales entre v ** 
elles , la somme des aires des parallélogrammes qui en- 
veloppent le prisme , sera égale à l’une d’elles, multi- 
pliée par LM- f- MN-\- etc. 

246. Théorème. Les aires des polyèdres semblable» 
sont entre elles comme les quarrés des arêtes homo- 
logues. 

Démonstration. Chacune des faces du premier po- 
lyèdre est à sa correspondante dans le second , comm# 
le quatre de l’ua de ses côtés est au quarré du côté 


1 ■ 
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homologue de l’autre (176); mais ce» côtés étant des 
aretes homologues des polyèdres , sont , d’un polyèdre 
à l’autre , dans le même rapport (a44) i leurs quarrés 
formeront donc une suite de rapports égaux ; et ces 
rapports étant aussi ceux des faces homologues , il en 
faut conclure que ces derniers sont égaux entre eux. 
Par conséquent, la somme des faces du premier polyèdre 
est à la somme des faces du second , comme une quel- 
conque des faces de l’un est à la correspondante de 
l’autre , ou comme le quarré d’une arête du premier 
polyèdre est au quarré de l’arete homologue du second. 
Substituant dans cette proportion , à la place des sommes 
des faces’, les- aires totales des polyèdres qu’ elles for- 
ment , il en résultera que ces aires seront entre elles 
dans le rapport des quarrés des arêtes homologues. 

De la mesure des volumes. 

247. L’espace renfermé par la surface du polyèdre , 
ou occupé par ce corps , est généralement désigné sous 
le nom de volume (*). Quand on considère un vasejgii 
un corps creux , on désigne encore le volume par le 
mot capacité. Parmi des corps de formes très-diffé- 
rentes, il s’en trouve d’équivalens en volume ou en 
capacité, comme il y a des figures planes de formes' 
différentes et d’aires équivalentes (i 5 g). 


(*) Ce mot, compris par tous ceux qui entendent la langue fran- 
çaise , m’a paru préférable au mot solidité , qui , dans l'usage ordi- 
naire , est cjnployé dans une autre acception. Ce n’est que lorsqne 
la langue n’offre pas de mots propres à rendre une idée, qu’il peut 
être permis d’en créer de nout eaux, ou de détourner de sa signifi- 
cation quelque mot connu. La multitude des termes tccbniqnes étant 
nn des plus grands obstacles qui s’opposent à la propagation des 
sciences , on ne saurait trop en diminuer le nombre. Puisque tout le 
monde comprend ce que c’est que le rolume d’un corps, pourquoi 
le désigner par le mot solidité , qui rappelle plutôtl’idéc de la résis- 
tance aux dberses causes de destruction ? ■ 
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348. Théorème. Deux parallélépipèdes construit* 
sur ja même base , et terminés supérieurement par le 
nitme plan parallèle à leur base , sont équivalens en 
volume. 

Démonstration. Il y a deux cas à considérer- dans 
l’un, que représentent les deux figures i3o , et dont FIG. iîo. 
je m’occuperai d’abord, les parallélépipèdes proposés, 

AG et AL , srnit renfermés latéralement entre les 
memes plans parallèles, AK et DL. Dans cet état 
de choses , il est visible que les prismes triangulaires 
AEIDHM etBFKCGL sont égaux (240); caries 
triangles A El et BFK , qui leur servent de bases, sont 
«gaux ( 16), à cause des parallèles AE et BF , AI et 
B K , et les parallélogrammes AEHD et BFGC, AIMD 
etÆÀXC’sont'aussi égaux (238). Si donc on retranche 
du polyèdre AL , d’une part le prisme AEIDHM , et 
de l’autre le prisme BFKCGL , les parallélépipèdes 
restans, ABCDEFGH et ABCDIKLM , ou AG et 
AL, seront équivalens. - ■ 

Le second cas se trouve représenté dans la figure i3t, JIG. , 3 
où les deux parallélépipèdes ABCDIKLM et 
ABÇDNOPQ , n’ont de commun que leur base 
inférieure AB CD et le plan qui contient leurs bases 
supérieures IKLM et NOPQ. Il se ramène au précé- 
dent en prolongeant les plans ABIK et DCLM , en *• 
même temps que les plans ADQN et BCPO , pour 
former le parallélépipède ABCDEFGH (23q)*, qui 
se trouve premièrement équivalent au parallélépide 
ABCDIKLM comitae étant renfermé latéralement entre 
les plans parallèles AK et DL. Le même parallélé- 
pipède ABCDEFGH , considéré comme comprisentre 
les plans parallèles BP et AQ , est aussi équivalent 
au parallélépipède ABÇDNOPQ -, les parallélépipèdes 
ABCDIKLM et ABÇDNOPQ, ou AL et AP, sont 
donc équivalens entre eux. 

249. Corollaire. Par le moyen du théorème précé- 
Çéométrie. .7 e édition. L 


Dlgitized by Google 


lg3 ÉLÉM EN J 

dent, on prouve que tout parallélépipède yfLdont les 
arêtes AJ, B K , DM , CL, sont inclinées sur la base , 
e«t écruivalent à un autre, AP, construit sur la meme 
base^mais dort les arête. AN, BO, CP, DQ, son. 
perpendiculaires sur cette base. 

5 On peut ensuite transformer ce dernier ,fig. i3a , en 
un autre, ABRSNOTU , ou AT, ayant pour base 
le rectangle ABRS \ équivalent au. parallélogramme 
ABCD, et dont les arêtes soient encore perpendicu- 
laires sur sa base ; car si l’on considéré les parallelepi- 
uèdes AP et AT, comme ayant pour base commune le 
parallélogramme ABON , ils rentreront dans le pre- 
mier cas du numéro précédent. 

Il est évident que toutes les faces du parallelepide 
AT sont des rectangles : on le nomme, à cause de 
cela parallélépipède rectangle; et on conclut de ce 
oui vient d'être dit , qu’un parallélépipède quelconque 
et un parallélépipède rectangle , construits sur des bases, 
équivalentes, et terminés par un meme plan parallèle 
à leurs bases, ou de même hauteur, sont equt- 

Va ÎT hauteur d’un prisme ou d’un payllélépipède est la 
perpendiculaire menée entre les deux bases^ - 
P o5o. Théorème. Si l’on forme sur la base d un prisme 
triangulaire un parallélogramme , et que l’on eleve sur- 
* ce parallélogramme , pris pour base , un parallélépipède 

de même hauteur que' le prisme tnangulaue, celm-t 

sera la moitié de l’autre. Yî 

Démonstration . Soitle prisme tnangul aire ARC Et , 
r. o. v on achève sur sa base le parallélogramme 

HG " ï8 BW 

lèleaux droites AE, BF , CG, et termmee au plan de 
la bâse supérieure EFG du prisme propose, les pan, 
AEUD et DBGC, respectivement parallèles aux p an 

B FCC et AEFb\Z 

pède, et fonueront., avec le plan AEGC , un second 
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prisme triangulaire ADCEHG , dont les parties consti- 
tuantes seront les mêmes que cellesdu prisme ABCEFG. 
En effet les bases triangulaires sont les memes, la face 
ACGE est commune et les autres faces parallélo- 
grammes sont égales , comme opposées dans le paral- 
lélépipède. On ne peut cependant pas conclure du 
n° %4° • l’ égalité de ces prismes , parce que leurs faces 
ne sont pas semblablement disposées. Il n’y a que les 
angles trièdresiels que H et B , diagonalement apposés 
dans le parallélépipède , qui soient entièrement formés 
d’anglesplanségaux. En comparant la position de eeux- 
ci(2s3) on reconnaît que les angles dièdres AEIIG 
et GCBA, DHGE et FBAC, AEGH et EACB , 
sont égaux. On voit par là que le prisme ^riangulaire 
ADCEHG est construit au-dessous du plan EHG sur 
les mêmes parties qui constituent le prisme ABCEFD , 
au-dessus de ABC, et que par conséquent ces deux 
polyèdres , compris dans la classe de ceux qui ne peu- 
vent coïncider (saS), doivent renfermer le même es- 
pace : le volume de chacun d’eux sera donc la moitié 
de celui du parallélépipède qu’ils composent (*). 

q5i. Corollaire. Il suit de laque deux prismes trian- 
gulaires de même base et de même hauteur sont équi-t 
valens , puisqu’il^pnt moitiés de parallélépipèdes équi- 
yalens. 


(*) Si on ne regarde pas cette égalité comme évidente , on la 
prouvera ainsi qu’il suit : Parles extrémités A, E, d’une arête du pa- 
rallélépipède R H, fi g. i33, on mènera des plans perpendiculaires à FIG. 1 33 
«eue arête, et on formera ainsi le parallélépipède NE , dont les arêtes 
sont perpendiculaires sur la bas e AflTNO , et de plus équivalent au 
parallélépipèdes RH , pui^pie leurs bases AOLE et ADHE sont 
équivalentes , et qu’ils ont mèjmc hauteur. Mais'leplan DRHF par- 
tage le parallélépipède NE en deux prismes triangulaires droits 
AOMELI , MNOIKL , évidemment égaux ; car leurs faces sont 
égales , semblablement disposées , et leurs angles dièdres correspon-, 
dans sont égaux ; chacun de ces prismes «st donc la moitié du pmal- 
i La 
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a5a. Théorème. Si on coupe un tétraèdre S ABC , 
FlG.i34.Jîg. i34, par des plans parallèles à sa base ABC, et 
équidistans, on pourra former, pour chaque tranche 
telle que AB CF GH , un prisme extérieur ABCDEH 
ou AH, et un prisme intéiieur abCFGH. ou aH, de 
manière que la somme des premiers diffère aussi peu 
qu’on voudra de celle des seconds , et par conséquent 
•ussi du tétraèdre. 

1 ^monstration. Ces prismes se fonnent en menant 
par les points A et B , F et G , L e M , etc. des droites 
AD tt BE , Ja et Kb , Of et Pg, etc. parallèles à 
l’arête CS ; et ils ont tous pour hauteur l’épaisseur des 
Hanches. La différence des prismes AH et aH est le 
prisme AG * formé sur le trapèze ABba, différence des 
triangles ABC et abC-, celle des prismes EN etfN, 
est le prisme FM formé sur le trapèze FGgf, 
différence des triangles FGll et fgH : il en est de 
même sur chaque tranche du tétraèdre , excepté la der- 
nière , SQRT, qui ne donne point de prisme intérieur. 

Maintenant il est visible que la différence entré la 
somme des prismes extérieurs et celle des prismes inté- 
rieurs, est égale à la somme des prismes AG, FM, LR , 
et QS, tous de même hauteur, et ayant pour base les 
trapèzes Ab, Fg, Lm , et le trianAs QRT\ mais la 
somme de ces prismes est égale au premier prisme exté- 


lélépipède NE i et par conséquent celle du parallélépipède BU. Cela 
posé, il est facilede voirquejes py ram ides qaadrangulai res AM B D O 
et EIFHL , sont égales comme ayant , chacutie à chacune, toutes 
leurs faces égales, semblablement disposées et leurs angles dièdres, 
correspondans égaux, et que si on les retranche alternativement du 
côrps AMOEFH, les restes seront les Jeux prismes triangulaires 
AOMEII, ABDEFU: ces deux prismes sont donc équivalons j or 
le premier étjnt la moitié du parallélépipède B H , il en sera de même 
du second. 

Cette démonstration très-simple parait avoir été trouvéo en premier 
Heu par M* Ampère, alors professeur à l'Ecole centrale de L/ou. 


Dm 
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rieur, car les prismes QS et IT, LTetfIV,FNet 
aH , sont égaux deux à deux ( 240 ), et il résulte de là 
que , ' 

ÇS -f LR— IT+ LR—LT, 

LT+ FM—fN -f FM— FN, 
FN+AG=aH+AGz= AH ou ABCDEH. 

Comme rien ne s’oppose à ce qu’en prenant les plan* 
coupans aussi près qu’on voudra les uns des autres , on 
ne rende de plus en plus petite l’épaisseur des tranches , 
on pourra faire ensorte que la différence entre la somme 
des prismes extérieurs , et celle des prismes intérieurs , 
devienne moindre qu’un prisme donné , quelque petit 
qu’il soit. Mais le tétraèdre S ABC étant plus grand que 
la somme des prismes intérieurs et moindre que celle des 
prismes extérieurs , il s’ensuit qu’on pourra toujours faire 
ensorte que sa différence à l’une quelconque de ces 
sommes, différence nécessairement moindre que le 
prisme ABCDEH , devienne moindre qu’un prisme 
donné , quelque petit qu’il soit. 

2 53. Théorème. Deux tétraèdres de même base et de 
même hauteur , sont équivalens. 

Démonstration. Si l’on conçoit que sur chaque té- 
traèdre •S ABC , S ' A! B' C , on ait construit une suite de 
prismes extérieurs correspondans, ces prismes, compris 
entre des plans parallèles , ont nécessairement même 
hauteur ; les sections qui leur servent de base étant res- 
pectivement à même distance du sommet, ainsi que le* 
triangles équivalens ABC , A! B' C ' , bases des tétraèdres, 
sont égales chacune à chacune (a3G) : les prismes exté- 
rieurs correspondans sont donc équivalens ; par consé- 
quent la somme des prismes extérieurs d’un tétraèdre est 
' égale à celle des prismes extérieurs de l’autre. Si donc 
/et/' désignent ces deux sommes, on aura 

f—f ™ jr — V» 

mais comme on peut rendre aussi petite qu’on le voudra 

L 3 
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la différence entre chacune de ces sommes et le tétraèdre 
auquel elle appartient, on parviendra à rendre la diffé- 
/ SAB C 


rence entre les rapports ^ et' -, , 

J J A O C* 


, moindre qu’au- 


cune grandeur donnée ; et par là celle du rapport 
S jû. S C 

invariable ■ ■ , et de l’unité le devenant aussi , 

o A HL, 

y il en résultera que = 1 ( 1 53 ) , ou que 

SABCz=S'A'B’C' (*). 

a54- Théorème. Un tétraèdre est équivalent au tiers 
du prisme triangulaire de même base et de même 
hauteur. 

Démonstration. Si par les points A et C de la base 
<35 -ABC du tétraèdre EABC., Jig. i35 , on mène les 
droites AD , CF, parallèles à l’arète BE, et par le 
point E un plan parallèle à ABC , on formera ( a 37 ) 
un prisme triangulaire A B CD EF. Si maintenant 
on fait passer par les sommets’^, E> C , des angles 
trièdres de ce prisme , un plan , il en séparera d’abord 
le tétraèdre proposé EABC , dont la hauteur et la 
base seront les memes que celles du prisme •, il restera 
ensuite une pyramide quadrangulaire EACFD, repré- 
sentée à part en E' A' C F 1 D' , dont le sommet sera en E, 
et qui aura pour base la face postérieure A CFD du 
prisme. Si par les points D,E, C, on fait passer un 
nouveau plan, il partagera cette pyramide en deux 
tétraèdres, EA CD , EC F D , représentés à part en 


(*) On démontrerait immédiatement qu’il y aurait attsurdiic !k 
(opposer un des tétraèdres plus grand que l’antre; il suffirait pour 
«cia de considérer des prismes extérieurs tels, que la différence 
entre ceux qui seraient formés sur le tétraèdre supposé le plus 
petit et cc tétraèdre, fût moindre que la différence des deux té- 
traèdres; car il en résulterait que la somme des prismes extérieur» 
correspondans , formes sur le tétraèdre qu’on regarde comme le 
plus grand , serait moindre que ce tétraèdre. 



E n A" C’D n , E"C m F'D'“\ leurs hauteurs seront égales^ 
puisqu’ils ont leur sommet au piême point E et leurs 
bases sur un même plan. Ces bases seront aussi égales , 
comme étant les moitiés du parallélogramme A CFD ; 
les tétraèdres EACD , ECFD , seront donc équivalens 
( n® précédent) ; mais le second pouvant être considéré 
comme ayant pour base le triangle DEF, égal au trian- 
gle ABC, et son sommet au point C, aura même basa 
et même hauteur que le prisme , et sera en conséquence 
équivalent au premier tétraèdre EABC : donc les té- 
traèdres EABC , EACD , ECFD, seront équivalens; 
donc chacun sera équivalent au tiers du prisme trian- 
gulaire qu’ils composent. 

255. Théorème. Les parallélépipèdes rectangles de 
même base , sont entre eux comme leurs hauteurs. 

Démonstration. Soient les parallélépipèdes rectangles 
AG et IP ,Jig. r36, dont les bases AC et IL , sont des FIG, i3 G» 
rectangles égaux. i°. Si les hauteurs AE et IN, sont com- 
mensurables , qu’on les divise en parties Aa et Ii, égales . ‘ 
à leur commune mesure , et que, par les points a pt 
i , on mène des plans parallèles à AC et à IL , on for- 
mera des parallélépipèdes Ac et//, égaux entre eux(24o) ; 
mais le nombre de ces parallélépipèdes étant dans AG le 
même que celui des parties égales contenues dans *AE t 
et dans IP le même que celui des parties égales conte- 
nues dans IN, on aura évidemment 

ag : ip ::ae: in, 

conformément à l’énoncé. 

a®. Lorsque les hauteurs AE et IN ne sont pas com- 
mensurables , le tour de démonstration employé dans le 
numéro 1 66 , prouve de même que le rapport du paral- 
lélépipède AG au parallélépipède IP ne peut être ni plus 
grand , ni plus petit que celui de AE à IN. En effet, si 
l’on suppose la proportion 
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9 AG : IP ;; AE : IR, et //?>/ 7 V, 
on portera sur IN des parties aliquotes de AE, plus pe- 
tites que Ai?; et par le point de division n, tombant entre 
I\ et R, on mènera un plan parallèle à IE, pour former 
le parallélépipède Ip, à l’égard duquel on aura 

ag : ip :: ae : in : 

de cette proportion et de la précédente , on tirera 
IP: i P :: m: in, 

résultat absurde , puisque JP<^Ip et IR>In. 

On ne saurait faire non plus 

AG: ip ::ae : m et m<iN\ • - 

car pour un point de division ri , placé entre R' et N , 
on aurait 

ag:i p ' ::AE:iri, 

d’où on conclurait 

ip :i P ' :: ir' : iri, 

ce qui est encore absurde, puisque /P>/// et IR’<^Iri. 

a 56 . Théorème. Deux parallélépipèdes rectangles 
FIG- >3;. quelconques, AG et IP,fig. 137, sont entre eux comme 
les produits des arêtes qui forment un même angle 
trièdre. 

Démonstration. Si on prend sur l’arête IN du paral- 
lélépipède IP, une partie II'— AE , et sur l’arete RC 
du parallélépipède AG, une partie BC—IM, puis qu’on 
mène le plan l'.L' parallèle à IL , et le plan CH’ paral- 
lèle kAF, on construira les parallélépipèdes IL' et AG', 
qui auront pour bases les rectangles IM' et AH', formés 
sur des bases et des hauteurs égalés : on aura donc, par 
le numéro précédent, 

ag' : il' :: ar: ik-, 

et en comparant les parallélépipèdes AG et AG' , con- 
sidérés comme ayant pour base le rectangle AF, il 
viendra 

ag : ag’ :: ad: ad'. 

Multipliant ces proportions par ordre , en omettant le 


; 



/ 
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facteur AG ' , commun aux deux termes du premier 
rapport composé, et susbtituant à AD' son égale IM, 
on conclura 

ag: il' ::ÂbxÂd:TkxJm, 

Enfin les parallélépipèdes IL' et IP ayant même base 
IKLM , donneront la proportion 

W : ïp :: //' : IN. 

Multipliant encore cette proportion et la précédente par 
ordre , en omettant le facteur IL' et remplaçant //' par 
son égale AE , il viendra 

ag : ip:: aux ad x ae : ik x imx in, 

ce qui donne l’énoncé du théorème. 

•257. Remarque. Si l’on choisit pour terme de com- 
paraison de tous les parallélépipèdes rectangles , le 
parallélépipède rectangle ag,fig. i38, dont les trois FIG. i31 
arêtes contiguës, ab , ad, ae, soient égales à la ligne 
prise pour unité t>u pour mesure commune des droites , 
leur produit sera l’unité, et on aura 

ag : ag :: i : ÂBxÂDxÂËi 

c’est-à-dire, que le parallélépipède rectangle AG con- 
tiendra autant défais le parallélépipède rectangle ag, 
que le produit des lignes AB, AD, AE, rapportées à la *. 
mesure commune ab, contient l’unité. C’est là ce qu’il 
faut entendre quand on dit que la mesure du volume 
d’un parallélépipède rectangle est le produit de ses trois 
arêtes contiguës ; et si l’on observe que le produit 
AB X*AD exprime le nombre des quarrés égaux à ac , 
contenus dans la base AC (168), ou, ce qui est la 
même chose , donne? la mesure de l’aire de la base , 
on en conclura que le volume d'un parallélépipède 
rectangle a pour mesure le produit de sa base par sa 
hauteur , évaluées l’une et l’autre numériquement. 
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Dana le cas. où les arêtes AB , AD et AE, con- 
tiendraient un nombre exact de fois le côté ab du paral- 
lélépipède ag, on reconnaîtrait, à l’inspection de la 
figure, que l’on pourrait placer sur la base AC autant 
de parallélépipèdes égaux à ag, que cette base contient 
de fois la base ac, et qu’on formerait ainsi un parallélé- 
pipède de même base que AC, de même hauteurqueag, 
et qui serait contenu dans AG autant de fois que la hau- 
teur AE contient la hauteur ae ou le coté ab ; d’où il 
suit encore que le parallélépipède AG contient autant 
de parallélépipèdes égaux à ag que le produit de la 
base A B CD parla hauteur AE , contient d’unités. 

258. 1 " Corollaire. Si les troisarètes AB , AD , AE, 
étaient égales entre elles, le volume du parallélépipède 

s 3 

AG serait mesuré par ABX. AB—AB , ou par la 
troisième puissance de AB \ mais il est visible que , dans 
ce cas, les six faces du parallélépipède rectangle AG 
deviennent des quarrés égaux : on lui donne alors le 
nom de cube, et de là vient qu’on appelle cube la troi- 
sième puissance d’un nombre. 

z5$. a* 1 Corollaire. Puisqu’un parallélépipède quel- 
conque peut touiours être transformé en un parallélé- 
pipède rectangle de même hauteur, et construit sur une 
base équivalente (a4g) , il s’ensuit que le volume d’un 
t parallélépipède quelconque a pour mesure le produit 
de- sa base par sa hauteur. 

2S0. 3 e Corollaire. Le volufne du prisme triangulaire 
MG. ia8. ABCEFG , fig. ia8, étant équivalent à la hioitié de 
celui du parallélépipède ABCDEFGH (a5o), aura pour 
mesure, d’après ce qui précède, la moitié du produit 
de la base de ce parallélépipède par sa hauteur; mais le 
triangle ABC, qui forme la base du prisme, n’étant que 
la moitié de celle du parallélépipède , il est évident que 
le volume d’un prisme triangulaire aura pour mesure le 
produit de sa base,par sa hauteur. * 
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H est facile de se convaincre que le volume d’un 
prisme qui a une base quelconque ABCDE ,Jig- 127, FIG. 137. 
s’exprime de la même manière ; car si on partage le poly- 
gone ABCDEe n triangles, par des diagonales A C, AD , 
et que par ces diagonales et par les arêtes parallèles 
qui leur sont contiguës, AF et CH, AF et DI, on mène 
des plans, on partagera le prkme AT en trois prismes 
triangulaires de meme hauteur , et dont les bases seront 
ABC, ACD , ADE. En désignant par H la hauteur 
commune de ces prismes, ou la distance perpendiculaire 
des plans qui contiennent leurs basesinféyieures et leurs 
bases supérieures, les mesures de leurs volumes respec- 
tifs seront ... 

ABCx H, ÂCDxH, ADE X //; . 

leur somme (ABC-\-ACD-\-ADE)H=ABCDE'X,H 
donnera le volume du prisme total AI. 

On conclut de là , que les volumes de deux prismes 
quelconques sont entre eux comme les produit^de 
leur base par leur hauteur, et que par conséquent lors- 
qu’ils ont des bases équivalentes, ils sont entre eux 
comme leurs hauteiirs , ou comme leurs bases lorsqu’ils 
ont même hauteur, et cela, quelles que soient les figures 
de ces bases. * 

261. 4 e Corollaire. D’après ce qu’on vient de prouver , 
le volume d’un tétraèdre a pour mesure le tiers du pro- 
duit de sa base par sa hauteur, puisque ce volume est 
le tiers de celui du prisme, qui est mesuré par le produit 
de sa base par sa hauteur ( 254 ). 

262. 5 e Corollaire. Les mêujes mesures conviennent 
aux pyramides quelconques; car si l’on partage en 
triangles la base ABCDE, de la. pyramide quelconque 

S ABCDE , fig. 126, et que l’on mène des plans par le FIG. u'j 
sommet et par chacune des diagonales AC, AD , cette 
pyramide se trouvera partagée en trois tétraèdres de 
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même hauteur , et dont les bases seront respectivement 
ABC, ACD , ADE : le volume de chacun de ces té- 
traèdres étant mesuré par le tiers du produit de sa 
base par sa hauteur, la somnie des volumes de tous 
trois, ou celui de la pyramide proposée, sera évidem- 
ment égal au tiers du produit de la somme de 
leurs bases par la hauteur commune, c’est-à-dire au 
tiers du produit de la base de la pyramide pçp posée par 
sa hauteur. 

Il resuite de là que deux pyramides quelconques sont 
entre elles comme les produits de leur base par leur 
hauteur, et seulement comme leurs bases si les hauteurs 
sont les mêmes , ou comme leurs hauteurs si les bases 
sont équivalentes. 

Puisqu’on peut retrouver la hauteur de la pyramide 
dont un tronc donné, à bases parallèles, . fait partie (234), 
il est évident qu’on aura le volume de ce tronc en cal- 
culant séparément le volume de la pyramide entière , 
celui de la pyramide retranchée , et prenant la diffé- 
rence des deux résultats. 

263. Remarque. Un polyèdre quelconque pouvant 
toujours être partagé en pyramides (240» l’évaluation 
9 de son volume s’opérera en calculant séparément, d’après 
ce qui précède , celui de chacune des pyramides qu il 
contient, et prenant la somme des résultats : je ne 
m’arrêterai donc pas sur la mesure des polyèdres en 
général. Cependant il est une espèce de polyèdre à la- 
quelle on peut ramener toutes les autres , et que , pour 
cette raison , il est bon de connaître : c’est le prisme 
triangulaire tronqué , qui ne diffère du prisme triangu- 
laire ordinaire que parce que le plan oppose à sa base 
n’est point parallèle à. cette base , et que par consé- 
quent ses faces sont des trapèzes au lieu d être des pa- 
FIG. îjg.rallélogramnies. ABCDEF , Jig- i3g, est un prisme 
triangulaire tronqué. 
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264. Théorème. Un prisme triangulaire tronqué est 
toujours équivalent à trois tétraèdres de même base , 
et ayant leurs sommets respectifs placés à chacun des 
angles du triangle opposé à cette base. 

Démonstration. En faisant passer un plan par les 
trois points A, C, E, on détacherait {l'abord du prisme 
ABCDEF , le tétraèdre EABC , dont la base est le 
triangle ABC, base du prisme, et dont le sommet est 
placé à l’angle E du triangle DEF opposé à cette 
base. Il resterait ensuite la pyramide quadrangulaire 
EACFD , qui se diviserait en deux tétraèdres EACD , 
E CFD, en menant par la diagonale DCet par le point E, 
le plan DEC. Ces tétraèdres ne sont pas ceux qui sont 
désignés dans l’énoncé; mais en rétablissant le prisme 
dans son entier , on prouve facilement qu’ils sont équi- 
valens à ces derniers. 

En effet, si on mène dans la face ABED la dia- 
gonale BD , et que l’on conçoive le plan BDC , on aura 
le tétraèdre BACD , construit sur la base A CD du té- 
traèdre EACD , et,de même hauteur , puisque les som- 
mets/? et E de l’un et de l’autre sont sur une même droite 
BE , parallèle au plan de leur base; mais on peut aussi 
considérer le tétraèdre BACD comme ayant son sommet 
au point//, et pour base le triangle ABC : ainsi ce 
tétraèdre est tel que l'exige l’énoncé. 

Pour trouver le tétraèdre équivalent à ECFD , il faut 
tirer les diagonales AF et BF , dans les faces ACFD 
et BCFE\ en concevant alors le plan AFB , on a Je 
tétraèdre B ACF , dont la base ACF est équivalente à 
la base CFD du tétraèdre ECFD , puisque ces deux 
triangles ont même base CF, et sont compris entre le» 
parallèles AD et CF : les tétraèdres ayant d’ailleurs 
leurs sommefs sur la même droite BE , parallèle au plan 
de leur base , sont donc à-la-fois de même base et de 
même hauteur, et par conséquent équivalens. Le té- 
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traèdre B A CF, considéré comme ayant son sommet 
placé en F, et pour base le triangle ABC, sera le troi- 
sième tétraèdre désigné dans l’énoncé. 

a 65 . Corollaire. Il suit du théorème précédent que 
le volume d’un prisme triangulaire tronqué a pour me- 
sure le produit de sa base par le tiers de la somme des 
trois perpendiculaires abaisséessurcette base , de chacun 
v des angles de la base supérieure , puisque ces perpendi- 

culaires sont les hauteurs respectives des tétraèdres , à 
la somme desquels le prisme est équivalent , et qui ont 
tous pour base celle du prisme. 

266. Théorème. Deux polyèdres semblables sont entre ' 
eux comme les cubes de leurs arêtes homologues. 

Démonstration. i°. Si les polyèdres proposés f sont les 
FIG- 126. pyramides SABCDE , S 1 FGHIK , fig. 126, on aura 
par le n° n 35 , 

ABCDE : FGHIK :: ~Sp\ yÇ; 

multipliant cette proportion par la proportion évidente 

$sp : 'jS'Q :: sp : s'Q, 

fl viendra 

ABCDEX i SPl FGHIK X \S'Q :: SP: S'Q'. 

Les deux premiers termes de cette proportion, qui 
expriment les volumes des pyramides proposées ,• 
montrent que ces volumes sont entre eux comme les 
cubes de leurs hauteurs ; mais la similitude des pyra- 
mides donne aussi 

sp : s' q :: sa : s 1 F :: AB : fg (a 33 ) , 

d’où l’on tire 

~sp l \ ÿç’:: SÂ\ s' F :: ab\ fg, 

et par conséquent 

SABCDE V SI FGHIK sT‘.S?f\\ Ab\ FG ;< 
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c’est-à-dire que les pyramides semblables sont entre 
elles comme les cubés de leurs arêtes homologues , soit 
que ces arêtes partent du sommet , soit quelles se. 
trouvent sur la base (*). 

2 0 . Lorsqu’il s’agit de deux polyèdres quelconques, on 
peut les concevoir partagés en un même nombre de py- 
ramides semblables et semblablement disposées (243). 
Chacune des pyramides du premier polyèdre sera àcelle 
qui lui correspond dans le second , comme le cube de 
l’une de ses arêtes est au cube de l’ai'ete homologue de 
l’autre pyramide ; mais ces arêtes , qui sont nécessai- 
rement ou les arêtes nlêmes des polyèdres proposés, otl 
les diagonales de leurs faces , ou enfin les diagonale# 
qui joignent intérieurement les* sommets de leurs angles 
polyèdres, sont, d’un polyèdre à l’autre, dans le même 
rapport (244) ; leurs cubes formeront par conséquent 
une suite de rapports égaux , et ces rapports étant aussi 
égaux à ceux des pyramides , il en faut conclure que 
ces derniers sont égaux entre eux : par conséquent la 
somme des pyramides du premier polyèdre est à la 
somme des pyramides du second, comme une quelconque 
des pyramides de l’un est à la correspondante de l’autre, 
ou comme le cube de l’une quelconque des arêtes du 
premier polyèdre est au cube de l’arête homologue du 
second. Substituant dans cette proportion, à la place 
des sommes des pyramides , les polyèdres qu’elles com- 
posent, il en résultera que ces corps sont entre eux 
dans le rapport des cubes de leurs arêtes homologues. 


(*) En imitant la construction « le raisonnement du n* 177, il 
serait facile de prouver que les votumesde deux tétraèdres qui ont 
un angle trièdre commun, sont entre eux comme les produit * des 
arêtes qui, dans chacun , comprennent cet angle. 
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deuxième partie. 

/ 

SECTION II. 

Des corps ronds. 

267.L1E s corps ronds sont ceux qu’on produit en fai- 
sant tourner une figure plane autour d’une ligne droite. 
Je ne m’occuperai spécialement ioi que du cône droit, 
du cylindre droit et de la sphère. 

Le cône droit s’engendre en faisant tourner un triangle 
FIG. .40. rectangle S JC, ftg. i#, autour de l'un des côtés 5 C 
de l’angle droit ; l’hypoténuse SJ décrit dans ce mou- 
vement la surface conique droite qui enveloppe le 

Un point quelconque J' de cette droite décrit une 
circonférence de cercle dont le centre est sur la droite 
SC , autour de laquelle tourne le triangle S JC, et que, 
pour cette raison, on nomme l axe du cône ; car si on 
conçoit la droite A' C tirée dans le triangle générateur, 
perpendiculairement à cet axe, et tournant avec lui, 
elle décrira un plan perpendiculaire à 1 axe SC (198), 
et sera évidemment le rayon du cercle A'D'B' . 

On voit par là que la surface conique coupée par 
un plan perpendiculaire à son axe, donne une circon- 
férence de cercle. Il est visible que la section serait una 
droite , si le plan coupant passait parle sommet. 

Le cercle AD B décrit par le côté JÇ du triangle 
irénérateur, et qui ferme le cône , est la base, tandis 
que le point 5 est le sommet ; et cette base est perpen- 
diculaire à l’axe SC (*). 


'*) On donne le nom de cône droit à celui que je décris ici, pour 
^distinguer du cône oblique à hase circulaire , qui s'engendre 
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Les triangles semblables SAC et SA' C , donnant 

ac : a! C :: sc: sc : : SA : sa' , ' 

font voir que les rayons des cercles AD B etA'D'B' sont 
proportionnels à la distance de leur plan au sommet 
du cône ; mais les circonférences des cercles étant entre 
elles comme leurs rayons ( i 54 ) , et leurs aires suivant 
le rapport des quarrés de ces rayons ( 1 88 ) , on aura 
encore 

cire . AD B: cire. A 1 D' B 1 ::AC:A'C:\ S C:SC : : S AS A', 
aire AD B : aire A'D'B' : : ÂC:A' C'\ : SC. SA*SÂ\ 

propriétés qui reviennent à celles qui ont été démontrées 
pour les pyramides dans les n os a 33 et a 35 . 

268. Remarque. Lorsqu’on a les dimensions d’un tronc 
de cône à bases parallèles RDAEB'D'A'E’,fig. i 43 , FIG. 
on calcule par un procédé analogue à celui du n° 234 , 
la hauteur du cône entier. En elFet les triangles ASO 
et A' S O' étant semblables, donnent 

ao:A'o'::so:so', 

d’où l’on tire 

ao—a'q':so—so'::ao:so, 

ce qui revient à 

ao— A' o': 00' ::ao:SO, 

proportion dans laquelle les trois premiers termes sont 
donnés, et qui fera connaître la hauteur du cône entier. 

2S9. Théorème. Si l’on construit des polygones régu- 
liers, inscrits et circonscrits, a la base du cône , et que 
l’on joigne les angles de ces polygones avec le sommet 


en faisant tourner autour d’un point S,Jt$. 14* > une droite SA, FIG. 
assujétie à toucher continuellement la circonférence d’un cercle 
ADB, situé dans un plan qui ne passe pas par le point S. La droite 
SC, que l’on nomme encore l’axe du cône, n’est plus perpendiculaire 
au plan de la base ADIi. 
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du cône , ces lignes détermineront des pyramides dites 
régulières , parce que toutes leurs faces triangulaires 
seront égales ; et parmi ces pyramides , on pourra tou- 
jours en trouver deux , l’une inscrite et l’autre circons- 
crite , telles , que la différence de leurs aires soit mpin- 
dre qu’une grandeur donnée , quelque petite que soit 
cette grandeur. 

FIG- i4 a - Démonstration. Soit abcdef, fig. lAp. , le polygone 
inscrit dans la base du cône : en tirant les droites aS , 
bS , cS , etc. et joignant ces droites par des plans, on 
aura la pyramide Sabcdef. L’aire de cette pyramide , 
sans y comprendre sa base abcdef, est composée des 
triangles aSb , bSc , cSd, etc. égaux entre eux, puis- 
qu’ils sont formés par les côtés du polygone abcdef , 
que l’on suppose régulier , et par les obliques Sa, Sb , 
Sc , etc. qui s’écartent également de la perpendicu- 
laire SO. L’aire de l’un de ces triangles, de aSb , par ' 
exemple , a pour mesure ; ab X Sg , Sg étant perpen- 
diculaire sur ab \ leur somme aura pour mesure 

\NXabx,Sg , en désignant par N le nombre des côtés 


du polygone abcdef-, et comme N X ab est évidem- 
ment le contour de ce polygone , on en conclura que 
l’aire de la pyramide régulière , lorsqu’on n’y com- 
prend point sa base , a pour mesure la moitié du pro- 
duit du contour de cette base , par la perpendiculaire 
abaissée du sommet sur l’un de ses côtés. 

Dans la pyramide circonscrite , dont je n’ai re- 
présenté qu’une seule face, ASB , pour ne pas trop 
compliquer la figure , les faces sont toutes égales entre 
elles comme dans la pyramide inscrite , parce que les 
arêtes SA , SB , sont toujours des obliques qui s’écar- 
tent également de la perpendiculaire SO. Le milieu du 
côté AB du polygone circonscrit étant précisément 
le point de son contact avec la circonférence du cer- 
cle aGbf , la perpendiculaire SG, abaissée du point S 
sur AB , se confond avec le côté du cône. L’aire du 
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triangle AS B a pour expression ^ A B X S G ,'e t par 
conséquent celle de la pyramide entière , à l’exception 

de sa base , sera j N X A B X S G. 

Cela posé , si on désigne par p et P les aires de la 
pyramide inscrite et de la pyramide circonscrite , et 
par p' et fl les contours de leurs bases , on aura 

p = ïp’ XR, P = ±P'xSG, 

d’où on conclura 

P—p = ïP , XSG — ±p'xSg. 

Mais il résulte de la nature des polygones réguliers 
inscrits et circonscrits au cercle ( i 5 i ) , que les con- 
tours de ces polygones approchent sans cesse de l’égalité 
à mesure que l’on multiplie leurs côtés; et il est 
visible que , dans les mêmes circonstances , la dif- 
férence entre les droites SG et S g peut devenir aussi pe- 
tite qu’on voudra : les produits {P 1 X SG et {p'x Rap- 
procheront donc aussi sans cesse de l’égalité , et la diffé- 
rence des aires de la pyramide inscrite et de la pyramide 
circonscrite pourra par conséquent devenir moindre que 
telle grandeur donnée qu’on voudra. 

270. Corollaire. Il est évident que plus on multiplie 
les cotés des polygones inscrits et circonscrits, plus les 
pyramides inscrites et circonscrites approchent de se 
confondre avec le cône , et plus en meme temps l’aire de 
la pyramide inscrite augmente , tandis que celle de la 
pyramide circonscrite diminue. En effet, le contour du 
polygone inscrit augmente toujours , ainsi que la droite 
Sg , qui , en s’approchant de la surface conique , s’éloigne 
sans cesse de la perpendiculaire SO , tandis que le 
contour du polygone circonscrit diminue sans cesse 
en s’approchant du cercle , et que la droite SG con- 
serve la meme grandeur. Il suit évidemment de là que , 
pour l’étendue , l’aire du cône est toujours comprise 

M 2 
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entre celles de la pyramide inscrite et de la pyramide 
circonscrite ; mais comme par le théorème précédent , 
on peut rendre la différence de ces dernières moindre 
qu’une grandeur donnée , quelque petite qu’elle soit, on 
pourra toujours , à plus forte raison , rendre la dif- 
férence entre l’aire du cône et celle de la pyramide 
inscrite ou de la pyramide circonscrite, aussi petite 
qu’on le voudra. 

271. Théorème. L’aire d’un cône droit a pour mesure 
la moitié du produit de la circonférence du cercle qui 
* lui sert de base par son côté, ou j CR, en nommant la 

première C et le second R. 

Démonstration. Si P représente actuellement le pé- 
rimètre du polygone circonscrit , l’aire de la pyramide 
circonscrite sera exprimée par { PR (269) , puisque R 
est la même chose que SG ; et désignant par X la vraie 
mesure de l’aire du cône , les trois quantités ±PR, j CR 
et X seront dans le cas du n° 186 , puisque la première, 
toujours plus grande que les deux autres , en vertu du 
n° 270 , et à cause que P C , peut en approcher d aussi . 
près qu’on voudra : on aura donc 

273. Théorème. L’aire de la portion qui reste de la 
surface conique , après qu’on en a retranché une partie 
1 SA' D' B' , par un plan parallèle à la base , ou l’aire du 

FIG. , 43 .cône t ronqué AD BEA' Ü IC E? ,fig. i& , a pour mesure 
la moitié du produit de la somme des circonférences de 
*es deux bases AD B et A'D'B' , par son côté AA'. 


(*) Ce théorème se démontrerait immédiatement par nn raison- 
nement analogue à celui de la note du n° 187 , en substituant des 
pyramides aux polygones employés dans la note citée. Le lecteur 
trouvera aisément de quelle manière il faudrait modifier ce raison- 
nement pour l’appliquer aux propositions des numéros , a8o , 
, 83 , 597 et 3o4, qui complétant la mesure de l’aire et du volume 
des corps ronds. 
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Démonstration. Si l’on élève par le points/, perpen- 
diculairement à SA , la droite AC, égale en longueur.* 
la circonférence ADBE, et que l’on tire SC, l’aire du 
triangle rectangle SA C ayant pour mesure { AC x SA , 
est équivalente à l’aire du c ône SADBE (n° précéd.). 
Tirant ensuite la droite A' C parallèle a AC, les triangles 
SAC et S A' C , semblables entre eux, donneront 

AC : A'C' :: sa : sa'-, 

mais on a aussi 

circonf. AD DE', circonf. A' D' B' E' : : SA: SA' (267) : 

le rapport SA : SA', commun entre ces deux propor- 
tiohs, conduit à la suivante : 

circonf. ADBÉ \ circonf. A' D’ B' F! \ : AC\ A' C ; 

et puisque AC— circonf. ADBE , par construction, il 
en résulte 

A'C' = circonf. A'D'B' E' . 

I l su 't de là que l’aire du triangle SA' C' , égale à 
n A C X S A , sera équivalente à celle du cône retran- 
ché SA' D' B' E! : l’aire du trapèze ACC A’ sera donc 
équivalente à celle du tronc de cône ADBE A' D' B' E' ; 
et comme la droite A A’ est perpendiculaire aux droites 
AC et A' C , la mesure du trapèze ACC A' sera 

i AA' {AC -f- A'C ) (175) , 

ou \ AA' (cire. ADBE -J- cire. A'D'B'Ef ), 
comme le porte l’énoncé. 

Puisqu’on peut prendre, au lieu de | (AC -f- A' C), 
la droite A"C , menée paçallèlement à. AC, par le milieu 
de AA' (175) , il s’ensuit que l’on peut aussi substituer 
à i ( cire. ADBE -f- cire. A'D'B'E' ) , la circonférence 
A“D"B"E" de la section faite dans le tronc de cône, à 
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égale distance des deux bases, et parallèlement à leurs 
plans ; car on aura cette suite de rapports égaux : 

AC'.jFC \\SA\SjP 

t: cire. ADBE'.cwz. A"D"B" E", 

d’après laquelle , l’égalité de cire. ADBE et de AC en- 
traîne celle de cire. A"D" B" E" et de A"C . 

On conclura de là que l’aire convexe du tronc de 
cône a pour mesure AA' X cire. A"D U B" E" , ou le pro- 
duit de son côté par la circonférence de la section faite 
à égale distance des bases. 

N. B. En substituant le sommet à la base supérieure, 
cette mesure devient celle de l’aire du cône entier. 

273. Théorème. En multipliant suffisamment les côtés 
du polygone inscrit et du polygone circonscrit , on pourra 
toujours former deux pyramides, l’une inscrite, et l’autre 
circonscrite, telles, que la différence de leurs volumes 
soit moindre qu’une grandeur donnée, quelque petite 
que soit cette grandeur. 

Démonstration. En effet, la pyramide inscrite et la 
FIG. pyramide circonscrite ayant même hauteur SO,fig. 1 4 îi « 
en nommant p et P les volumes de ces pyramides, p' et 
P' les aires des polygones a lu def, ABCDEF , qui 
leur servent de bases , on aura 

p = lp'xSÔ, P = iP'xSÔ, 
ce qui donnera 

P-P = \SÔX (P'-p'); 

et comme on peut amener à tel degré de petitesse qu’on 
voudra la différence P' — p' entre l’aire du polygone 
inscrit et celle du polygone circonscrit (1 84,) , on rendra 
- donc moindre que telle grandeur donnée qu’on voudra , 
la différence P — p entre le volume de la pyramide 
inscrite et celui de la pyramide circonscrite. 


1 
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274. Corollaire. Le volume du cône étant visible- 
ment intermédiaire entre celui de la pyramide inscrite 
et celui de la pyramide circonscrite , il suit du théorème 
précédent, que l’on peut toujours assigner une pyramide 
inscrite et une pyramide circonscrite , qui en diffèrent 
aussi peu qu’on voudra. 

275. Théorème. Le volume d’un cône a pour mesure • 
le tiers du produit de l’aire de. sa base par sa hauteur, 

ou 7 CH , en représentant par C la première , et par H 
la seconde. 

Démonstration. Soit P l’aire du polygone servant 
de base à la pyramide circonscrite , dont le volume aura 
alors pour mesure 7 PH, et X la vraie mesure du volume 
du cône ; les trois quantités 7 PH, } CII , et X seront 
encore dans le cas du numéro 186 , puisque P surpasse 
toujours C, et que, d’après le numéro précédent, la pre- 
mière quantité, } PH, toujours plus grande que les deux 
autres , peut en approcher cependant d’aussi près qu’on 
voudra : on aura donc A r = 7 CH (*) . 

27S. Problème. Trouver le volume d’un tronc de cône 
droit à bases parallèles. 

Sol. Il faudra prolonger les côtés AA' et BB',Jig. 143, pjç. 143. 
jusqu’à ce qu’ils se rencontrent, pour connaître la hau- 
teur S O du cône entier (268) , au moyen de laquelle on 
aura pour le volume de ce corps} SOyC.ADBE\ etsous- 
trayant de SO la hauteur du tronc OO ' , lè reste SC Y 
sera la hauteur du cône retranché , dont le volume sera 
par conséquent exprimé par ] SO' X A'D' B' E' . La dif- 


(■') Le théorème ci-dessus a également lien pour le cône obliqne, 
car il est évident que le théorème du n° 3^3 et le çorollaire du n° 
ne supposent point que la perpendiculaire S O tombe sur le centre du 
cercle « Gif, et peuvent par conséquen I s’adapter au cône oblique, 
sur la figure 1 4 * • U en est de même h l’égard de la recherche du 
volume du cône tronqué , dans le n° suivant. 
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férence entre ce produit et le précédent sera le volume 

du tronc de cône proposé. 

Hü.itjf 277. Si l’on conçoit que le rectangle ACCA'fig. 1 44, 
tourne autour de 1 un de ses côtés, CC , il engendrera le 
corps appelé cylindre droit; la droite AA' décrira .dans 
ce mouvement la surface cylindrique. 

Un point quelconque A" de cette droite décrira la cir- 
conférence du cercle A"D"B", égal et parallèle au cercle 
AD B engendré par AC, et que l’on nomme la base du 
cylindre ; car la droite A"C", perpendiculaire à CC', 
égale à AC, décrira, en tournant autour de CC', un plan 
parallèle au plan AD B , et dont l’intersection avec la 
surface cylindrique sera A"D"B". Il résulte de là que 
la section de la surface du cylindre droit , par un plan 
parallèle à sa base, est un cercle égal à cette base. 

Le cylindre est terminé supérieurement par une base 
A’ D' B' égale , et parallèle à sa base inférieure ADB. 
La droite CC , autour de laquelle tourne le parallélo- 
gramme ACC A' et qui contient évidemment les centres 
des bases et ceux des sections qui leur sont parallèles , 
*e nomme l'axe du cylindre , et est perpendiculaire à 
la bâse (*). 

278. Théorème. Si l’on inscrit et circonscrit au cercle 


(♦) Le cylindre oblique est celui que renferme la surface décrite 
LIG- *45. par une droite quelconque AA', fig. i45, assujélie b glisser pa- 
rallèlement à elle-même le long de la circonférence d’mi cercle AD il. 
Si l’on considère la droite génératrice AA' parvenue dans nue posi- 
tion quelconque DD', que par le centre de la base, on mène CC' 
parallèle et égale à AA', qu’on termine le corps par un plan A' D’H’ 
parallèle h ADB , en tirant CD ', on formera le parallélogramme 
DCC'iy, et on aura C'D' ~ CD. Ainsi la base supérieure A'D'C' 
tin cylindre oblique sera un cercle aussi bien qnc sa base inférieure 
et toutes, les sections qui lui sont parallèles; mais l'axe CC ne sera 
point perpendiculaire sur cette base , comme dans cas du cylindre 
droit. 

- t. ■ 
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qui sert de base à un cylindre , des polygones d’un même 
nombre de cotés, et que, par les sommets des angles de 
ces polygones , on mène des droites parallèles à l’axe 
00',Jig. 146 , en joignant leurs extrémités supérieures FIG - 1 
par d'autres droites, on formera deux prismes , l’un ins- 
crit, l’autre circonscrit, au cylindre proposé ; et l’on 
pourra toujours prendre ces prismes tels , que la diffé- 
rence de leurs aires soit moindre qu’une grandeur don- 
née , quelque petite que soit cette grandeur. 

•# 

Démonstration. Les droites aa' , bb' , élevées parai- ! 
lèlement à O O' et par conséquent perpendiculaires au 
plan abcdef, seront sur la surface du cylindre, puisque 
les rectangles aOO'a' , bOO'b' , sont égaux au rectangle 
générateur. Il est évident d’ailleurs que les rectangles 
abb' a , bcc'b', etc. sont égaux, puisqu’ils ont visiblement 
deux angles et trois côtés égaux chacun à chacun(85) . Les 
arêtesaa', b b', etc. étant perpendiculaires sur ab , bc, etc. 
les aires des rectangles ab', bc, etc. seront exprimées 
par ab X au', bc X bb', etc. réunissant ces produits, 
en observant qu’ils ont tous un facteur commun , puis- 
que aa' — bb' , etc. l’aire du prisme inscrit , sans y com- 
prendre les bases abcdcf, a'b'c'd'ef , sera exprimée 
par ( [ab-\-bc -f- cd -f- de -f- ef) X aa f , ou par p X U, ai p 
désigne le périmètre du polygqne abcd ef, et H la 
hauteur aa! , commune au prisme et au cylindre. 

Pour éviter la confusion, je n’ai représenté qu’une 
seule face ABB' A' du prisme circonscrit. Il est visible? 
que si dans cette face et par le point G , où le côté 
AB touche le cercle, on tire GG' parallèlement 
à OO', cette droite sera sur la surface cylindrique , 
puisque le rectangle GO O' G’ est égal au rectangle 
générateur. L’aire du rectangle ABB' A' étant exprimée 
par AB X GG', il est visible que l’aire totale du prisme 
circonscrit , en n’y comprenant point les bases , sera 
égale au contour P du polygone circonscrit , multiplié 
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par la hauteur GG' ou H, commune à tous les paral- 
lélogrammes qui forment l’enveloppe du prisme circons- 
crit et celle du prisme inscrit. 

Cela posé, la différence de l’aire convexe du prisme 
inscrit à celle du prisme circonscrit, sera PxH — pxH— 
(i 7 — p ) //, et pourra devenir aussi petite qu’on voudra, 
en prenant des polygones inscrits et circonscrits, dont 
les contours P et p diffèrent l’un de l’autre de moins 
que telle grandeur donnée qu’on voudra. 

279. Corollaire. Il suit évidemment de la proposition 
précédente et par les raisons déjà développées dans le 
n° 270 , que la surface cylindrique est moindre que celle 
du prisme circonscrit et plus grande que celle du prisme 
inscrit, et quel’onpeut parconséquenttrouverunprisme, 
soit inscrit , soit circonscrit , dont l’aire diffère aussi 
peu qu’on voudra de l’aire du cylindre droit. 

280. Théorème. L’aire de la surface convexe du cy- 
lindre droit a pour mesure le produit de la circonférence 
de sa base par sa hauteur H , ou le produit CH. 

Démonstration. Si l’on désigne par P le contour du 
polygone qui sert de base au prisme circonscrit au cy- 
lindre, et par X la vraie mesure de ce dernier, on 
aura PH pour l’aire dp prisme circonscrit , et il est 
visible que les trois quantités PH , CH et A’' seront dans 

le cas du n° 186 : on aura donc X—CH. 

* 

281 . Théorème. On peut toujours former deux pris- 
mes, l’un inscrit et l’autre circonscrit au cylindre, tels, 
que leurs volumes diffèrent aussi peu que l’on voudra. 

Dém. Le volume du prisme inscrit abcdefa! b' c' df e'f' 
est égal à abcdef X H (260) ; et désignant l’aire du 
polygone inscrit par p, celle du polygone circonscrit 
par P, le volume du prisme inscrit sera mesuré par pH, 
«t celui du prisme circonscrit par PH] leur différence 
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étant (P — p) H , pourra devenir aussi petite qu’on 
voudra, puisque la différence P — p entre l’aire du po- 
lygone inscrit et celle du polygone circonscrit peut être 
rendue moindre qu’une grandeur donnée , quelque pe- 
tite qu’elle soit (184)- 

282. Corollaire. Il suit de là que l’on peut construire 
un prisme inscrit et un prisme circonscrit tels, que leur 
volume diffère aussi peu qu’on voudra de celui du cy- 
lindre , qui sera d’ailleurs toujours plus grand que le 
premier, et moindre. que le second. 

a 83 . Théorème. Le volume d’un eylindrenlroit a 
pour mesure le produit de Faire de sa base par sa hau- 
teur, ou CH, C étant l’aire du cercle aGbf 

Démonstration. Si on désigne par P 1 l’aire du poly- 
gone circonscrit , P 1 H sera la mesure du volume du 
prisme circonscrit ; et si X désigne la vraie mesure du 
cylindre, les trois quantités P' II, CTI et X se trouvant 
dans le cas du n° 186, on aura nécessairement X — 

CH (*),. 

284. Si le demi-cercle T CIP tourne autour de son 
diamètre AB ,fg. 1^7 , il engendrera la sphère, et la FIG’ * 4 * 
demi-circonférence qui l’enveloppe décrira la surface 
sphérique. 

Dans ce mouvement, chaque point de l’arc ACD dé- 
crit évidemment une circonférence de cercle ayant pour 
ravon la perpendicilaire DE abaissée sur le diamètre 
AB , que l’on nomme axe. Il faut pourtant excepter de 
cette remarque les extrémités A et B de l’axe , qui 
restent immobile comme tous les points de cet axe , et 
que l’on nomme pôles. 


(*) Le théorème ci-dessus a également lien à l'égard du cylindr% t 
oblique ; car il est facile de voir que le théorème et le corollaire pré- 
cédées ne supposent pas que l’axe dn cylindre et les arêtes du* 
prismes soient perpendiculaires au plan de la base. 
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La surface sphérique a tous ses points également éloi- 
gnés du point O, centre du cercle générateur; car ce 
point ayant conservé la meme situation sur le plan du 
demi-cercle ACB , dans toutes les positions prises par 
ce plan , sa distance à chacun des points de l’arc ACB , 
qui ont passé successivement par tous ceux de la sphère , 
n’a pas varié. 

Il suit de là que le rayon du cercle ACB est aussi 
celui de la sphère. t 

a 85 . Théorème. La section de la sphère, par un plan 
quelconque , est toujours un cercle. 

Démonstration. La proposition est évidente par elle- 
même , d’après ce qui précède ; lorsque le plan coupant 
passe par le centre de la sphère ; et alors la circonfé- 
rence de cette section a pour rayon le rayon même de 
la sphère. 

Mais si DGFH désigne un plan quelconque, et que, 
du centre O, on abaisse sur ce plan la perpendiculaire 
OE , le pied E de cette perpendiculaire sera à égale 
distance de tous les points de la section DGFH ; car 
toutes les obliques OD, OG , OF , OH, étant égales 
comme rayons de la sphère , s’écarteront également de 
OE (200) : la courbe DGFH sera donc un cercle ayant 
son centre en E, et DE pour rayon. 

a86. Remarque. La droite DE étant nécessairement 
moindre que le rayon OD, le «ercle DGFH sera 
moindre que celui qui résulterait d’une section faite par 
le centre de la sphère : ce dernier serait un grand cercle, 
tandis que l’autre n’est qu’un petit cercle. 

Tous les grands cercles ayant même rayon, sont 
égaux entre eux. 

• 287. Corollaire. Deuxgrands cercles, ACBF,AJBK, 
se coupent toujours en deux parties égales ; car il est évi- 
dent qu’ils ne peuvent se rencontrer que dans la droite 
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AB , commune section de leurs plans, qui, passant par 
leur centre commun , est en même temps le diamètre de 
l’un et de l’autre , et les partage par conséquent en deux 
parties égales. 

n88. Trois cercles qui se coupent deux à deux sur la 
surface de la sphère, forment un triangle spherique; 
mais on ne considère ordinairement que celui qui est 
formé par trois arcs de grand cercle , plus petits que la 
demi-circonférence , comme ICM. 

Si du centre de la sphère on mène des rayons aux 
points C, I et M, il est visible que ces rayons détermi- 
neront un angle trièdre OCIM , dont les angles plana 
IOC , IOM , MOC, seront mesurés par les arcs CI , 
IM et CM. 

289. Théorème. La somme de deux côtés d’un 
triangle sphérique est toujours plus grande que le 
troisième. 

Démonstration. Puisqu’ en vertu du n° 222 , la 
somme de deux quelconques des trois angles plans 
IOC, IOM , MOC, qui forment l’angle trièdre OCIM , 
surpasse le troisième, et que les arcs CI , IM et CM, 
qui mesurent ces angles, sont du même rayon , il en 
résulte nécessairement que la somme de deux quel- 
conques de ces arcs, qui serait la mesure de la somme 
des angles auxquels ils correspondent (110), doit sur- 
passer le troisième. 

290. i er Corollaire. Il suit de. laque le plus court 
chemin pour aller d’un point à un autre sur la surface 
sphérique , est l’arc du grand cercle déterminé par le 
plan qui passe par ces deux points et par le centre de 
la sphère ; car si l’on assignait pour plus court chemin 
entre les points A et B ,fig. 148», une ligne AMNB , 
différente du grand cercle AB , qui passe par ces 
points , que l’on prît un point M sur cette ligne , 
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et que l’on tirât les grands cercles AM et MB , on 

aurait 

AM~\-MB^>AB (n° précédent). 

Prenant entre M et B le point N , et menant les grands 
cercles MI\ et NB , on aurait encore 

MN+NB^MB, 

et par conséquent 

AM+ MN + NB ^>AM -f MB . 

En continuant ainsi , on voit que plus on s’approche de 
la ligne AMNB , plus le chemin à parcourir pour aller 
de A en B augmente ; d'où il est évident que AB est 
le plus court : et l’on n’en saurait trouver d’autre; 
car, par deux points quelconques de AB , il ne peut 
passer qu’un seul grand cercle, puisque par ces 
points et le centre de la sphère, on ne peut mener 
qu’un seul plan. „ 

J’ai supposé la ligne AMNB extérieure à tous les 
grands cercles menés par deux quelconques de ses 
points ; mais si le contraire avait lieu , ainsi qu’on 
le voit dans la partie ponctuée MN' A , on ti- 
rerait les grands cercles MN' et AN ' , et comme 
on aurait 

AN'+MN'>AM, 

H en résulterait encore 

AN' + MN' -\-MN+NB > AM -f MB > AB. 

29 1 . 2 me Corollaire •. Il suit encore du même théo- 
rème que la somme des côtés d’un triangle sphérique 
est moindre que la circonférence d’un grand cercle ; 
car si on prolonge les côtés Aï et AM du triangle 
FIG. ,4^. MAI ,fig: i 47 > jusqu’à ce qu’ils se rencontrent en B t 
on aura 

IM < BM -f- B\ (289); 
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«joutant de part et d’autre AM -\-AI , il viendra 

AM+AI + IM < BM+ B J +AM+AI-, 

or AM et BM forment la demi-circonférence ACB , 
tandis que AI et BI composent la demi-circonférence 
AI B , égale à la première (286) : leur somme compose 
une circonférence qui surpasse donc la somme des côtés 
du triangle MAI. 

Il est facile de voir que cette proposition résulte aussi 
des numéros 226 et 288. 

292. Théorème. Si, par le centre d’un cercle quel- 
conque DGFH , tracé sur la sphère , on élève une per- 
pendiculaire AE , elle passera par le centre de la 
sphère , et la coupera en deux points, A et B , dont 
chacun sera également éloigné de tous ceux de la cir- 
conférence DGFH. 

Démonstration. En effet, il est évident, par le nu- 
méro 200, que la perpendiculaire AE doit passer par 
une suite de points tels, que chacun soit à égale dis- 
tance des points de la circonférence DGFH , décrite 
du pied E de cette perpendiculaire , comme centre ; 
or le point O, centre de la sphère, ayant la même 
propriété, doit par conséquent se trouver sur AE , et 
les points A et B , où AE rencontre la sphère , doivent 
être chacun à égale distance des points de la circon- 
férence DGFH : bien entendu que la distance de ces 
derniers au point A n’est égale à leur distance au 
point B , que quand le point E tombe en O , ou qu’il 
s’agit d’un grand cercle CILK. 

Il estvisible que les arcs AD , AG , AF , AII , prissur 
des grands cercles qui sont nécessairement égaux, et qui 
ont pour cordes les distances du point A, à chacun des 
points de la circonférence DGFH , sont égaux. 

. 393. Corollaire. Il suit de ce qui précède que lçs 
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points A et B peuvent servir à décrire le cercle DGFIJ, 
sans qu’il seit besoin de connaître son centre, placé dans 
l’intérieur de la sphère, puisqu’il suflit de marquer tous 
les points ddntles distances au point A ou au point B , 
mesurées sur la surface sphérique par les area de grand 
cercle AD et AG, ou BD et 1 BG , sont égales à celle que 
l’on a choisie pour décrire le cercle proposé. 

Les points A et B se nomment en conséquence les 
pâles du cercle DGFH, et la droite AE en est l’are. 

294. Théorème. Le plan mené par un point de la sur- 
face de la sphère, perpendiculairement au rayon qui 
passe par ce point , est tangent à la sphère ; et récipro- 
quement le plan tangent à un point quelconque de la 
surface sphérique , est' perpendiculaire à l’extrémité du 
rayon. 

FIG. 1 Î9- Démonstration. Le plan AB ,fig. 149, étant perpen- 
diculaire sur le rayon OC, au point C , a tous ses autres 
points plus éloignés du centre O de la sphère que ne 1 est 
le point C.puisquelesobliquesquelconques OD,OE, etc. 
sont plus longues que la perpendiculaire OC (200); 
donc les points D , E , etc. sont hors de la sphère , et le 
plan AB n’ayant qu’un seul point C de commun avec la 
surface de cette sphère , est tangent. 

Réciproquement le plan tangent à la sphère en C, ne 
peut être que le plan AB , perpendiculaire sur le rayon 
OC ; car ce plan n’ayant de commun avec la sphère que 
le point de contact C, et tous ses autres points étantplus 
éloignés du centre que celui-ci, il s’ensuit que le rayon 
OC est la plus courte ligne qu’on puisse mener du centre 
sur le plan tangent , et que par conséquent il est perpen- 
diculaire sur ce plan. 

2g5. Théorème. Si l’on inscrit et si l’on circonscrit 
FIG. i5o à un arc quelconque a d du demi-cercle a d p,Jig- i 5 o , 
deux portions de polygones réguliers a b c d et ABCD , 
«t qu’on fasse tourner le demi-cercle autour du diamètre 

a P , 
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mp , avec les portions de polygones , il sera toujours pos- 
sible de rendre la différence entre l’aire du corps décrit 
par la portion inscrite , et l’aire du corps décrit par la 
portion circonscrite, aussi petite qu’on voudra. 

Démonstration. L’aire du corps décrit par la portion 
de polygone abcd, se compose de celles que décrit en 
particulier, chacun de ses côtés. Le premier àb décrit 
un cône êhtier , et les autres des troncs de cône ayant 
pour bases les cercles engendrés par les perpendic u- 
îaires be, <f, dg , abaissées des points a , b, c, sur 
l’axe aO L’aire de l’un de ces corps , de celui 

que décrit cd, par exemple , s’obtient en abaissant du 
milieu de ce côté sur, aO , la perpendiculaire lq, et est 
égale à idx cire. !q\ mais cette expression peut être 
transformée en une autre, ne contenant plus le facteur 
cire. Iq , qui change pour chaque cône. Pour cela l’on 
abaisse cr perpendiculaire sur dg, on tire /O, et les 
triangles der 6 t q/O, semblables, comme ayant les 
côtés perpendiculaires chacun à chacun v65), donnent 

cd : cr î: lO : lq. 

Mais cr est égal kfg, et les circonférences des cercles 
, étant entre elles comme leurs rayons, on peut substi- 
tuer au rapport de 10 à lq celui des circonférences dô 
Cercle dont ces lignes seraient les rayons , ét l'on aura 

cd : fg :: cire. lO : cire. lq ) 
d’où l’on conclura 

cd X cire. Iq—fg'X.circ. 10 : 
donc l’aire du cône décrit par cd auraaussi pour^xpres- 

tionfg X cire. 10 , c’est-à-dire lé produit de sa hau- 
teur par la circonférence du cercle inscrit au polygone 
dont son côté fait partie. Il en est de même des aires des 
Cônes décrits uar les autres côtés et dont les bapteurs 
Géométrie. 7 e édition. N 
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«ont ef et ae. La circonférence dn cerclé inscrit étant 
an facteur commun à toutes ces aires, leur somme , ou 
l’aire du corps décrit par la portion abcd du polygone 
inscrit , sera donc égale àla somme des lignes fg, ef, ae , 
c’est-à-dire à la partie ag de l'axe, comprise entre l’ex- 
trémité a du premier côté , et la perpendiculaire abais- 
sée sur cet axe par l’extrémité du dernier côté , mol- 
tipliéè par la circonférence du cercle inscrit , ou à 

ag X cite. iO. , 

Par la même raison , l’âire du corps décrit par la por- 
tion ABCD do polygone circonscrit aura pour expres- 
«ion AG X cire. LO. Cette dernière quantité surpassera 
toujours la première, d’abord parce que cire. LO sera 
toujours plus grande que cire. 10, ensuite parce que AG 
surpasse ag. En effet , on a 

AG — aG-j-Aaetag=aG + Gg, 

d’où il résulte 

AG — agi s= Aa — Gg=Dd—~Gg , 
puisque Aa — Dd\ mais il est visible que Gg<^Dd, 
et qu'on peut rendre Aa bu Dd aussi petite qu’on vou- 
dra , en multipliant suffisamment le nombre des côté* 
des polygones : il en sera donc de même de la diffé- 
rence des lignes Dd. et Gg, nécessairement moindre 
que la plus grande de ces lignes. Par conséquent AG 
surpassera toujours ag, et pourra en approcher d'aussi 
près qu’on voudra (*). Dans cette circonstance LO 

(*) Le triangle DO G donne (5g) , 

0io:gO::Dd:Gg, d’oh c # =zwx|g; 

ce qui prouve encore que G#< Dd, puisque g O n’est que l’un 
des côtes du triangle rectangle dont dO est l'hypoténuse. De 
plus, le point g étant l'extrémité commune de toutes les portions de 
polygone* inscrits h l'are ad, ks lignes gO et dO ne changent point 
non plus que leur rapport : Gg diminue donc en même tempe 
que DU. 
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et lO s’approchant également de plus en plus, cire. LO 
diffère de moins en |poins de cire. lO : on pourra donc 
rendre la différence A G X cire. LO — a g X cire. lO 
moindre qu’une grandeur donnée, quelque petite qu’ellé 
soit, en considérant cette différence comme celle de 
deux rectanglës dont lés bases et lés hauteurs peuvent 
être aussi près que l’on voudra de l’égalité. 

29S. Corollaire. L’expression AG — ag-=.Dd — Gg 
montre aussi que AG diminue én meriië temps que Dd, 
car la hauteur ag est commune à tous les polygones 
inscrits à l’arc ad \ LO demeurant aussi le meme, 
il en résulte que l’aire du corps décrit par la por- 
tion ABCD diminue en se rapprochant de la sphère. 
L’augmentation de lO dans la même circonstance j 
prouve que l’aire du corps décrit par abcd augmenté 
alors , et que par conséquent l’aire de la portion dé 
sphère décrite par l’arc aLd, est moindre que celle du 
premier de ces corps , et plus grande que celle dii 
second. Il suit de là qu’on peut assigner deux corps dé 
ce genre , dont l’aire diffère aussi peu que l’on voudra 
de celle de la portion de sphère décrite par l*arc aLd. 

297. Théorème. L’aire de la portion de sphère corres- 
pondante à l’arc aLd, ou de la calotte sphérique décrite 
par cet arc, est égale à lacirconférence d’un grand cercle , 
multipliée parla partie ag, comprise entre l’extrémité a 
de l’axe ap et la perpendiculaire dg, abaissée de l’autre 
extrémité , c’est - à - dire à agX. cire. LO. 

Démonstration. Soit X la vraie mesure de cette aire ; 
en la comparant à celle du corps décrit par la portion de 
polygone circonscrit ABCD , on aura les trois quantités 

AG X cire. LO , agX cire. LO , et X ; 
la première étant toujours plus grande que les deux 
autres , dont elle peut approcher d’aussi près que l’on 
voudra , on en conclura, par le ri° 186, 

N a 
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298. Corollaire. Il suit de là qu|* l’aire de la sphère 
enti ère est égale à son diamètre mu'itiplié par la circon- 
férence d’un grand cercle , ou à apX cire. LO. En effet, 
le théorème précédent s’applique am quart de cercle 
aLm , et donne ÏÔX cire. LO pour l’aire de lademi- 
rphèrê qu’il engendre en tournant autour de l’axe aO ; 
pour le second quart de cercle pnm , on a de même 
pÔ X cire. LO : 1 a somme de cette quantité et de la 

précédente , est 

( a O -f- pO) cire. LO = apX.àirc.LO. 

En général, l’aire d’une portion quelconque de la sur- 
face sphérique , comprise entre deux plans parallèles , 
ou d'une zone , est égale àlahauteur de cette zône,,ou 
à la distance perpendiculaire des plans qui la terminent, 
multipliée par la circonférence d’un grand cercle ; car 
si de la calotte décrite par l’arc aLm, et dont l’aire est 
mesurée par ÏÔX cire. LO , on retranche la calotte 
décrite par l’arc aLd, et dont l’aire est mesurée par 

âg x cire * LO , on aura 

( a O — ag) cire. LO = Og X cire. LO , 

pour l’aire de lazône décrite par l’arc dm. .. 

On trouverait d’une manière analogue ^que la zône 
décrite par l’arc mndoitêtre exprimée par OoXcirc.LO; 
et en ajoutant ce produit à O g X cire. LO , on aurait 
dans le résultat (Oo + Og) cire. LO = og X cire. LO, 
l’expression de l’aire de la zône décrite par 1 arc dmn , 
laquelle comprend le centre de la sphère. 

209. a e Corollaire. Il suit encore de ce qui précède, 
que l’aire de la surface sphérique est quadruple de celle 
de son grand cercle -, car l’aire de ce dernier est expri- 
mée pari CR, sil’on désigne sa circonférence par , C , et 
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son rayon par./ï ( 187) ; mais nommant D le diamètre , 
on aura Rz=\D, et par conséquent R = 7 D , d ou 
on tirera J CD , pour l’aire du grand cercle , résultat qui 
h’est en effet que le quart du produit CD , par lequel se 
mesure l’aire de la sphère (n° précédent). 

3 oo. Théorème. L’aire de la portion ACBIA,fig. i 47 > l'IG. 147- 
comprise entre deux grands cercles qui se coupent , et 
que l’on nomme fuseau sphérique , est à la surface de la „ 

sphère, Comme l’arc CI du cercle CILK perpendiculaire 
à l’intersection commune des plans BCA et BIA , est à 
sa circonférence , ou comme l’angle plan qui mesure 
leur angle dièdre CABI , est à quatre droits. 

Démonstration. La proposition est évidente lorsque 
l’arc CI est partie aliquole de la circonférence CILK ; 
car si l’on conçoit cette circonférence divisée en effet 
tlans ses parties aliquotes, et que par les points .4 , B et 
parles points de division, on mène des grands cercles , 
la surface sphérique sera partagée en autant de fuseaux 
égaux à ACBIA, que le cercle CILK contient de par- 
ties, puisqu’il est visible que deux fuseaux de la même 
sphère sont égaux lorsque les plans des cercles qui les 
.déterminent font respectivement le même angle dièdre. 

Lorsque l’arc CI n’est pas aliquote de la circonfé- 
rence , on prouve, par un raisonnement analogue à celui 
du n° icq , que le rapport du fuseau ACBÏA à la sur- 
face entière de la sphère, ne peut être ni moindre ni 
plus grandque celui de l’arc CI à la circonférence CILK. 

Le plan CILK étant perpendiculaire à la droite AB, 
l’angle plan COI mesure' évidemment l’angle dièdre 
CABI \ et puisque le rapport de cet angle à quatre 
droits est le même que celui de l’arc CI qui le mesure , y 
avec la circonférence CILK (no ) , il s’ensuit néces- 
sairement que l’angle COI est à quatre droits comme- 
l’aire du fuseau ACBIA est à celle de la sphère. 

K 3 -. * 
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, 3 oi. Théorème. L’aire d’un triangle sphérique est à 
celle de la sphère entière, cpmmela différence entre la 
somme des trois angles dièdres formés parles cercles qui 
composent ce triangle et deux angles droits , est à huit 
angles droits. 

Démonstration. Les trois cercles ACBL , CILK et 
MIFK , qui forment le triangle sphérique CIM , par- 
tagent la surface sphérique en fiuit triangles, parmi les- 
quels CKM et FIL sont égaux , ainsi que Von peut 
s’en convaincre en remarquant que les angles trièdrea 
OCKM et OFIL, auxquels ils correspondent (a88 ) , 
ont toutes leurs parties égales (*). Cela posé , en dév 

(*) L’égalité des parties de ces angles trièdres prouve bien celle 
des parties des triangles sphériques ; mais il est facile de voir que 
les côtés de ces triangles ne sont pas assemblés de la même manière ^ 
f t qu’on ne petit par conséquent les appliquer l’un sur l’autre. 

Cavalleri , à qui on doit la proposition ci-dessus ( Directnriumge- 
ricraleuranomctricum,Bononioe, t 63 a , pag. 3 16), elles auteur» 
qui l’ont suivi , ont regardé l’égalité des triangles sphériques dont 
les côtés sont égaux chacun à chacun, comme analogue à celle de» 
triangles rectilignes , sans faire attention qu’on ne pouvait pas re- 
tourner la surface sphérique comme le plan ; mais au fond , cette 
difficulté est plus apparente que réelle, et il y a plusieurs manières 
de se convaincre de l'égalité des aires des triangles dont il s’agit : en 
voici d’ailleurs une démonstration. 

Si par les sommets des angles de chacun des triangles proposés , 
on fait passer un cercle , et que par son pôle on mène des arc* 
de grand cercle aux angles des triangles proposés , ces arcs seront 
égaux ( 393 ) ; on formera par cc moyen sur chaque côté des tijan- 
gjlcs proposés , un triangle sphérique isocèle. Les triangles recti- 
lignes formés par les cordes des côtés des triangles sphériques pro- 
poses étant égaux (99), les cercles dont on vient de parler, seront 
aussi égaux (1 19), et auront leurs pôles placés aux memes distance» 
de leur circonférence ; par conséquent les trois triangles sphériques 
isocèle» du premier des triangles proposés , seront évidemment 
égaux aux trois du second, chacun à chacun , et les aires des triangles 
proposés seront formées de la même manière avec celles des nouveaux 
triangles. 


* 
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algnûnt la surface de la sphère par S, et l’angle droit 
par D , l’aire du fuseau /CTO// aura pour expression 

' _ ang. CIKM , , , , 

5 X ° (n precedent);,, 

4 U 

et comme ce fuseau est composé des triangles CIM et 
CKM , on aura 

SXang. CIKM 

CIM + CKM as i ■ ■ ; 

l’aire du fu^pau MIFJ^M étant 

S X ang. IMF A, 

~ 4 D > . . 

en trouvera 


enfînle fuseau CJLBC, tjopt l’aire est exprimée par 


donnera . 

ï 


S X ang. ICLB 
“4Ô 


CIM + MIL — 


S X ang. ICLB 

40 


Mai? si. Von met à la placé du triangle CKM- son égal 
FIL, et qu’on ajoute ces expressions, en observant quq 
CIM->r VIF -f- FIL -f - MIL composent la moitié de la 
surface sphérique , située en avant du plan ACBL , ou 
l’hémisphère IACBL, il viendra 


a CIM •+- ’ r &=■ - ( ang- ÇlKM-\- ang. IMF A -t- »ng- ICLB. ). 

Les trois angles dièdres CIKM , IMF A, ICLB , sont 
évidemment ceux que forment entre eux les plans des 
côtés du triangle sphérique CIM ; et pour abréger, je 
les désignerai par une seule lettre de leur arête , savoitt^ 

ï» A 


i 
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Celle qui se trouve à l’intersçrtion des deux côtés du 
triangle : de cette manière , les angles CIKM , IMF A , 
ICI. B , seront respectivement les angles / , M, C , et 
par conséquent 

a67Af+-i5=~(/+3/+C). 

Retranchant de part et d’autre j S ; on obtiendra 


réduisant ensuite au méipe dénominateurtousles termes 
de cette expression de a CMI , et prenant ia x moitié du 
résultat , il viendra 

C — a D) 

8Z> * 

ee qui donnera. 

/ + M + C — aZ>;8Z>(*). 


, Soa. Théorème. La différence entre les volumes des 
FIG- corps engendrés parlesportionsaôrdet^/iCTljyïg. îâo, 
des polygones réguliers inscrits et circonscrits à l’arc 
aLd , pendant la révolution de cet arc autour de l’axe 
ap , et terminés par la surface conique décrite , dans la 
meme circonstance, par la droite DO , peut devenir 
aussi petite qu’on \oudra, lorsqu'on multipliera suffi- 
samment le nombre des côtés des .polygones. " '• ^ 

Démonstration. En tirant de? rayons BO, CO, orf 
voit que le corps engendré par la figure abcdO , en 
• tournant autour de l’arc aO , se compose de ceux 

qu’engendrent les triangles abO bcO , cdO , et qu'il , 
faut éyaluer séparément. Cela posé, si on abaisse sur 


C) Les angles/, Met C sont les angles memes du triangle sphé- 
rique ( F^yez le Traité Elémentaire <le Trigonométrie et d’applicar 
pou de l 'Algèbre à la Géométrie , cbap. U }. 

v 


i 
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DE GÉOMÉTRIE. 
pO la perpendiculaire be, on reconnaîtra que la corde 
çb et le rayon Oh , en tournant autour de aO , engen- 
drent deux cônes, ayant l’un et l’autre pour base le 
cercle décrit par la perpendiculaire be. La somme de 
leurs volumes , ou le volume du corps engendré par le 
triangle abO , sera donc exprimée par j aOX cerc. be 
(275). Cette expression se transforme en une autre où 
ne se trouve plus le cercle be, en observant que l’aire 
du cônê engendré par la corde ab a pour expression 
±ab X cire, be (271), ce qui revient à 

ir X be X, ab ( i 55 ); 

mais on a" aussi 

cerc. ùe = TXÙe ( 188) : 

» 

il résultera de là 

aire du cône ai : cerc. be ” rrXbeXab ir~X.be 
ou :: ab : be, 

en divisant les deux termes du second rapport par irX be. 
Si maintenant on abaisse Oh, perpendiculaire. sur ab, 
et que l’on compare entre eux les triangles abe et 
ahO , semblables, puisqu’ils sont çectangles l’un et 
l’autre, et qu’ils ont de plus un angle commun en a, on 
obtiendra la proportion 

ab \ be ” aO ; Oh , 

©ù se trouve encore' le rapport abl be\ ainsi 

aire du cône ab ; cerc. be " aO ! Oh, 
et par conséquent 

1 Oh . , . , , 

cerc. be — —- X aire du coue ab. 

* a O 

le moyen de cette expression, le volume du corps 
pngendré par le triangle abO , et égal àjaüx cerc. br. 


/ 
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deviendra 

j Oh X aire du cône ab, 

d’où il résulte que le volume d’un corps décrit par 
un triangle qui tourne autour de- l’un de ses côtés- 
aO , a pour lûesure le tiers de l’aire du cône engendré 
par l’un de scs deux autres côtés, multiplié par la per- 
pendiculaire abaissée sur ce côté , de l’angle opposé. 

A l’égard du second triangle bcO , il faut prolonger 
bc jusqu’à la rencontre de tO\ et d’après ce qui pré- 
cède , le volume du corps engendré par le triangle ctO 
étant'ÿ Oi X aire du cône et , tandis que celui du corps 
engendré par le triangle btO est y Oi X aire du cône bt, 
la différence de ces expressions , ou la mesure du corps 
engendré par le triangle bcO , sera visiblement égale à 

| Oi xladifférenceentrel’aireducônectet celleducône 
bt , différence qui est précisément l’aire du cône tronqué 
décrit par le côté bc. Les mêmes raisonnemens prou- 
veraient aussi que le volume du corps engendré par le 1 
triangle cdO , est mesuré par ^ Ol X aire du cône tron- 
qué décrit par cd. En continuant ainsi de proche en 
proche. , et en observant que les perpendiculaires Oh , 

Oi , Ol, etc. sont toutes égales , on voit que , quel que 
soit le nombre des côtés ai, bc, cd, etc. le volume du 
corps engendré par cette portion de polygone aura 
pour mesure | Ol X la somme des aires décrites par 
les côtés ab , bc, cd , etc. ou par l’aire totale du corps 
proposé. , 

En appliquant ce résultat au polygone circonscrit 
AB CD , on trouvera que le volume du çorps qu’il en- 
gendre est égal à | OL X son aire ; et comme il a été 
prouvé (ag5) que les aires de ce corps et du corps 
inscrit correspondant, peuvent s’approcher d’aussi ppès 
qu’on voudra , tandis que la différence des apothème». 

îr 
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OL et Ol diminue sans cesse , il en résulte évidemment 
que leurs volumes tendent aussi sans cesse vers l’égalité, 
et peuvent en approcher d,’ aussi près qu’on voudra. 

3o3. Corollaire. Il est visible que le corps décrit par 
le secteur circulaire aLdO, et qu’on nomme le sec- 
teur sphérique , est moindre que le corps décrit par 
la portion de polygone circonscrit, et plus grand qute 
celui que décrit le polygone inscrit - , il suit donc du théo- 
rème précédent que la différence entre le volume du 
premier corps , et celui de l’un quelconque des deux 
jautres , peut être rendue aussi petite que l’on voudra , 
en multipliant suffisamment les côtés des polygones. 

3o 4- Théorème. Le volume d’un secteur sphérique 
est égal à l’aire de la calotte sur laquelle il s’appuie , 
multipliée par le tiers du rayon, ou à f SR, S désignant 
cette aire, et /île rayon. 

Démonstration. Si P représente l’aire du corps en- 
gendré par la portion de polygone circonscrit A li CD , 
Je volume de ce corps sera 

P x j”ÔZ/ , ou j PR ( 3ca ) ; 

nommant à l’ordinaire X la vraie mesure du volume du 
secteur sphérique , on aura les trois quantités j PB , 
} SR , et X, placées dans les circonstances du n° 186 , 
et l'on en conclura nécessairement .Y= j SR. 

Il est évident que l’on connaît par ce résultat le vo- 
lume du secteur sphérique , puisque son aire S est celle 
de la calotte décrite par l’arc ad. 

3o5. i er Corollaire. Il suit de là que le volume de la 
sphère est égal à son aire multipliée par le tiers du 
rayon , puisque si l’on prend au lieu de l’arc ad , le quar t 
de la circonférence , ou am , le secteur sphérique de- 
viendra égal à la demi-sphère , parce que le rayon mO , 
perpendiculaire sur aO , décrira un plan qui partagera 
|a sphère en deux également; et l’on aura pour la 
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moitié ou l’hémisphère supérieur, jS X î mO , en pre- 
nant S pour l’aire de la sphère entière : réunissant le* 

deux moitiés, le total S X f mO sera le volume de la 
sphère. .■ . 

L’aire de la sphère étant égale à quatre fois celle 
d’un de ses grands cercles , ou à quatre cercles , son 
volume deviendra 7 fi X cercle , ou f D X cercle , 
c’est-à-dire que le volume de la sphère est égal à l’aire 
de son grand cercle , multipliée par les deux tiers du 
diamètre. 

3 0 6 . 2' Corollaire. Si l’on voulait obtenir le volume 
engendré par un secteur aOn, plus grand que le quart 
de cercle , on retrancherait de la sphère entière le sec- 
teur engendré par nOp , et égal àjmOX aire de la # 
calotte décrite par l’arc np ; la différence serait 3 mO 
multiplié par la différence entre l’aire entière de la 
sphère et celle de la calotte décrite par np , différence 

qui n’est que l’aire décrite par l’arc amn , ou celle de 
la calotte qui sert de base au secteur proposé. 

307. 3 e Corollaire. Le volume de la portion de sphère 
engendrée par le demi-segment circulaire aLdg, et que, 
l’on nomme segment sphérique , s’obtiendra en retran- 
chant du volume du secteur sphérique décrit par la 
secteur circulaire aLdO x celui du cône décrit par le 
triangle dgO. 

Quant au volume renfermé entre la zône engendrée 
par l’arc dLc , et les plans que décrivent les perpendicu- 
laires dg, cf, on l’obtiendra en retranchant le segment s 
sphérique décrit par le demi-segment circulaire acf x 
de celui que décrit adg. a 
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De la comparaison des corps ronds. 

5 o 8 . Les corps ronds semblables sont ceux qui sont 
engendrés par des figures semblables •, tels sont les cônes 
SADB etSA'D' B' ,fig. i 4 o, engendrés par les triangles FIG «fa- 
semblables A CS, A' CS. 

Il suit du n° 267 que les côtés , les hauteurs et les 
circonférences des bases des cônes semblables, sont 
proportionnels , et que les aires de leurs bases s^nt 
comme les quarrés de leurs lignes homologues. 

• Les cylindres ADBA' D' B' et adbad'b’ , fig. 1*44 > 
engendrés par les rectangles semblables A CC'A' , 
acc a! , sont aussi semblables ; et la similitude de ces 
figures donnera encore les rapports égaux 

AA’ \ aâ \\ AC \ ac \\ cire. AC : circ.^èc, 

AA’ : aâ \\ AC : ac “cerc .AC\ cerc .ac. 

Enfin, les cercles étant des figures semblables, les 
sphères sont aussi des corps semblables. 

3 og. Théorème. Les aires des cônes semblables sont 
comme les quarrés des côtés de ces cônes, et leurs vo- 
lumes comme les cubés de ces mêmes côtés. 

Démonstration. i°. Si on multiplie par ordre les deux 
proportions 

cire. AC : cire. A' C “ A3 : A' S ,fig. 140, HG. ifa. 

\as :'-A's :: as : A’ s, 

.il viendra 

\ ÂSX cire. AC : | Â^SX cire. A'C ::~Âs‘ :~ÂS , 

proportion dont les deux premiers termes expriment les 
aires des cônes SADB et SA' U B' (271 ). 

2°. Si on multiplie par ordre les deux proportions 

cerc. AC l cerc. A'C :: AS : A' S , 

\CS:\CS:: AS : A'S , 
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on aura 

î CSX cerc. AC\ fCS X cerc. A' C :: AS* : âŸ, 
proportion dont les deux premiers termes expriment les 
volumes des cônes proposés, S AD B , SA'D'B ' (275). 

3 io. Théorème. Les aires de deux cylindres sembla- 
bles sont comme les quarrés de .leurs côtés , et leurs 
volumes comme les cubes. 

Démonstration. x°. En multipliant par ordre les deux 
proportions 

WG. i 44 * * Cire. AC: cire, ac ï* AA' *,ad ,jig. 144* 

AA' ; aa! ;; AA' î ad (008) , 

il en résultera 

AA' X cire. AC ; aa Xoir.ac V. AA'*: ad\ 

proportion dont les deux premiers termes expriment 
les aires des cylindres proposés (280). 

a®. Si on multiplie par ordre les deux proportions 

*■ ' a — — » a 

cerc. AC: cerc. ac :: AA' i ad , 

AA' i ad :: AA' : ad , ( 3 08) 

on aura 

AA ' X cerc. AC: aa X cerc. ac ” AA'' : ad\ 
proportion dont les d^lx premiers termes expriment les 
Volumes des cylindres proposés ( q 83 ). 

3 i 1 . Théorème. Les aires de deux sphères sont comme 
les quarrés de leurs rayons où de leurs diamètres, et 
leurs volumes comme les cubes de ces mêmes lignes. 

Démonstration. Soient R et R' lès rayons des sphères 
proposées , D et D ' leurs diamètres , S et S ' leurs aires , 
C et C les circonférences de leurs grands cercles ; on 
aura , 1®. • ' , 

c : c :: D: d 


Dfc ÛEOMÉTRIË. 3C? 

multipliant cette proportion par la proportion évident* 

D: jy D: &, 

on aura 

cd : c'D' :: z> : z>' a : 

or, CD et CD' désignent les aires des sphères (298) : 
donc 

S: s' :: : zr*, 

:: 4/?‘ : 4R'* :: F* : ü'* , 

en observant que D=qR et D’—zR'. 

a®. Si on multiplie par ordre les deux proportion» 

s : s' :: r a : fl'*, 

i/?:’ zr :: R :r', 

on aura 

I rs : \R'S' :: fl 3 : R' 3 , 

proportion dont les deux premiers termes expriment 
les volumes des sphères proposées (3o5) ; et comme 
R 1 î R' 3 l é . D 3 1 D' 3 , on aura pareillement 

i rs : £ R'S 1 :: D 3 : ü s . 

3ia. Remarque. On compare ordinairement la sphère 
avec le cylindre circonscrit , c’est-à-dire avecle cylindre 
FGG' F 1 ,Jig. i4q » dont les bases sont égales au grand pj(j 
cercle de la sphèi'e OCC , et dont la hauteur FF' 
est égale au diamètre de cette même sphère. L’aire 
de ce cylindre étant mesurée par FF'X cÿrc. FC (280), 
est égale à celle de la sphère (aq8) , puisque FF'^CC 
et cire. FC— cire. CO. 

Le volume du même cylindre, exprimé par FF X5 
cerc. FC (a83 ) , étant comparé à celui de la sphère , 
mesuré par f CC'x cerc. OC (3o5), il en résulte que ce 
dernier n’est que les deux tiers de l’autre. 

3i3. Conclusion. Je n’ai donné dans ce qui précède 
que les propositions nécessaires à la mesure des corps ; 
mais ceux qui voudraient connaître la théorie des in- 
tersections des plans et des surfaces courbes, qui forma 
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2o8 élémens de géométrie. • 
le Complément des Elémens de Géométrie envisagé* 
dans toute leur étendue , pourront recourir aux Essais 
de Géométrie sur les plans et les surfaces courbes ( ou 
Elémens de Géométrie descriptive ) édition. 

Quant aux corps réguliers, ou polyèdres terminés par 
des polygones réguliers égaux , formant des angle» 
dièdres égaux, ils sont traités avec beaucoup de détail 
dans la Géométrie de Legendre. Je me bornerai à ob- 
server ici que le nombre de ces corps ne peut surpasser 
cinq, et qu’ils ne peuvent etre formés que par des 
triangles équilatéraux, ou des quarrés, ou des penta- 
gones. Cela se prouve en observant que puisque la 
somme des angles plans qui composent un angle po- 
lyèdre doit être moindre que quatre droits (226) , on ne 
peut, avec trois hexagones seulement, former un angle 
trièdre ; car la somme des trois angles plans serait alors 
égale à quatre droits (82 ) : à plus forte raison ne sau- 
rait-on employer plus de trois hexagones ou des poly- 
• gones d’un plus grand nombre de cotés. D’après ces 
principes , on voit que l’on peut assembler trois , 
quatre ou cinq triangles équilatéraux pour former chaque 
angle polyèdre , et seulement trois quarrés ou trois 
pentagones, ce qui fournit en effet cinq corps. 

Celui dont lès angles sont trièdres et les faces trian- 
gulaires, est le tétraèdre régulier , formé de quatre 
ïr'IG. i 5 i. triangles équifatéraux ,rfg- 1 5 1 . 

L 'octaèdre régulier a ses angles tétraèdres, et est formé 
I’IG. 1 Sa. p ar jj U j t triangles équilatéraux ,Jig. 1 52 . 

U icosaèdre a ses angles pentaèdres , et est formé par 
FIC. 1 53. vingt triangles équilatéraux, fig. i 53 . 

h’ hexaèdre ou cube a ses angles trièdres, et est fermé 
FIG. 154. par gix quarrés égaux ,fig. i 54 - 

Le dodécaèdre a aussi ses angles trièdres, et est formé 
FIG. i 55 . par douze pentagones, fig. 1 55 . 
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